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Eloszo

A Geomatikai Kozlemények II. kotete egy Osszefoglalo jellegli mi,
amely a szerzének a modern matematikai modszerek alkalmazéasaval a geo-
déziaban mintegy masfél évtized alatt elért kutatasi eredményeit tartalmaz-
za. A szerz0 a bemutatott modszereket konkrét geodéziai problémak meg-
oldasara alkalmazta. Természetesen, a korszerliség a tudomany fejlodése
folyaman relativ, gyorsan valtoz6 fogalom, ahol a teljességet biztositani
szinte lehetetlen. Ennél fogva a kotet cime és tartalma nem kizarolagos ér-
telemben értendd. A targyalt modszereken kiviil még szadmos korszeri ma-
tematikai modszert alkalmaznak a geodéziaban. Nyilvanvaloéan sok egyéb
fontos témakdrt, nem ismertetett eljarast, kivalo kollégak kutatasi eredmé-
nyeit is fel kellett volna dolgozni. Ilyen értelemben tekintse e miivet beve-
zetésnek a tisztelt Olvaso, amelyben az ismertetett modszerek barki altal,
mas problémak megoldasara is tovabbfejleszthetok.

Minden nyomdatermék megjelenésekor felmeriil a természetes kér-
dés: kiknek késziil a kiadvany? A korszerli matematikai modszerek geodé-
ziai alkalmazasai napjainkban is szamos kutatasi teriileten gyorsan terjed-
nek. Ugy gondolom, hogy olyan témakorokben, mint a robusztus becslések,
a wavelet transzformacio6 stb..., igény van arra, hogy a lényegre koncentra-
16, az alkalmazas modjat bemutat6 eljarasok nagy hatasfokkal elsajatithatok
legyenek. Remélem, haszonnal fogjak forgatni ezen lapokat matematikai
ismeretekkel megaldott doktoranduszok, a matematika irant fogékony fiatal
kutatok és a matematikai modszereket alkalmazni kivdné mérnokok.

A problémak felvetéséhez, a lehetséges megoldasok kereséséhez, az
eredmények diszkussziojahoz nagyon sok segitséget kaptam kollégaimtol.
Ezaton szeretném mindazoknak a munkajat is megkoszonni, akik valami-
lyen formaban hozzajarultak a mi létrejottéhez.

Koszonet illeti az MTA Veszprémi Tertlileti Bizottsagat és az OTKA

T 025320 palyazatat, hogy anyagi tamogatasukkal lehetové tették a kiad-
vany megjelenését.

Zavoti Jozsef
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BEVEZETES

A geodéziaban a Gauss ¢és Legendre altal lefektetett matematikai alapokra
az eltelt két évszdzad soran egy Osszetett logikai rendszer épiilt. A modern
méréstechnikai eszk6zok (GPS, mesterséges holdak, inercialis miszerek...)
fejlédése U matematikai modellek és megoldasi modszerek megteremtését teszik

sziikségessé.

Az clkeriilhetetlen megfigyelési hibadk jelenlétének tudataban, a
geodézidban nem elégsziink meg az adott feladat megoldasdhoz sziikséges
legkevesebb szamu mérés elvégzésével, hanem folos méréseket végziink. fgy a
megfigyelések és a keresett mennyiségek (ismeretlenek, paraméterek) k6zott nem
allithato fel ellentmondasmentes (konzisztens) fliggvénykapcsolat. Feladatunk: a
végrehajtott mérések alapjan a keresett mennyiségekre a legmegbizhatobb becslést

adni.

Boscovich (1757) és Laplace (1799) erre a célra az abszolut eltérések

Osszegének minimalizalasat (L; norma) hasznalta. Gauss (1794) a legkisebb
négyzetek modszerét (LNM, L, norma) vezette be, Csebisev (1853) a maximalis

eltéréseket minimalizalta (mini-max modszer, L, norma).

Ha normalis eloszlasti megfigyeléseink vannak, akkor a lineéris becslések
osztalyaban a LNM (Gauss-Markov elmélet) szolgaltatja a legmegbizhatobb
értékeket a keresett mennyiségekre. A modszer kimerit6 elméleti targyalasa tobbek
kozott Detrekdi, Koch és Wolf kiegyenlitd szamitast targyald konyveiben talalhato
meg. A LNM legnagyobb hatranya, hogy nagyon érzékeny a megfigyelésekben

MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatointézet, 9401 Sopron, Pf. 5.



6 Zavoti J
esetlegesen eléforduld durva hibikra. A moddszer alapvetd tulajdonsaga (hibaja),

hogy a lokalisan fellépd kiugro értékeket az 0sszes javitasra szétosztja. Kiilondsen
nagy adathalmazok feldolgozasanal adodhatnak megbizhatésagi problémak, mivel

egyidejlleg tobb kiugro érték is elé6fordulhat.

Ezzel szemben I1éteznek nemlinearis becslési moddszerek, amelyek

robusztusak, azaz kevésbé érzékenyek a normalis eloszlastol valo eltérésekre.

A matematikai statisztika elmélete az utolso évtizedekben egy 0j dramlattal,
a robusztus becsléssel gazdagodott. Ennek az 0j aramlatnak a megjelenése azzal a
ténnyel hozhat6 kapcsolatba, hogy a paraméterbecslésekhez alkalmazott
feltételezések, pl. normalités, linearitas, fiiggetlenség csak kozelitéleg teljestilnek.
Ezen kivil az automatizalasra valo torekvés magaban hordja a durva hibak
megmaradasanak veszélyét, ami nagymértékben csokkenti a becslések

megbizhatdsagat a klasszikus modszerek esetén.

A robusztus becslési modszerek lehetévé teszik a kiugro értékek
automatikus kizarasat, valamint lehetOséget biztositanak arra, hogy bizonyos
hatarok kozott csokkentsék a "szennyezett" mérési adatok hatasat a

paraméterbecslés soran.

A robusztus becslések teriiletén végzett kutatasaim kezdetén célomnak
tekintettem, hogy a matematikai statisztikaban eléfordulé robusztus becslési
modszereket megismerjem, ezek tulajdonsagait bemutassam, e modszereket
kiilonbozé geodéziai feladatok megolddsara felhasznaljam és a kapott becslések

megbizhatdsagat megitéljem.

Geomatikai Kozlemények II., 1999



BEVEZETES 7
Az 1. fejezetben targyaltam a robusztus becslési modszerek matematikai

alapfogalmait.

A 2. fejezetben megvizsgaltam a maximum likelihood tipusu becslések (M-
becslések) geodéziai alkalmazhatdsagat. Ennek keretében kiilonbdzé robusztus
becslési modszereket hasonlitottam 0ssze, €s 0j robusztus becslési eljarasokat is
bevezettem. Ilyenek tobbek kozott a Huber-, Hampel-, Soproni- és L, normas
becslések, valamint egyéb, kiilonbozo sulyfiiggvényekre alapozott megoldasok. A
Helmert- és a projektiv transzformaciokra is megadtam az M-becslési
modszerekbdl levezetett iterativ sulyozasi szabalyokat. A Percy Tham- és Tarczy-

Hornoch-féle médszerekre is kidolgoztam az M-becslési modelleket.

A 3.fejezetben az L, normas becslések elmeletét targyaltam ¢s megoldast

adtam a Gauss- Markov modellre, a két- és haromdimenzids (2D-3D) hasonlosagi

transzformaciokra.

A digitalis fotogrammetria sok adatbdl allo és durva hibakkal terhelt
adatrendszereinek  kiilonb6z6 transzformacioinak végrehajtasahoz robusztus
becslési modszereket sziikséges ismerni. A 4. fejezetben L; normaban
megalkottam a Helmert-, a projektiv és a 3D hasonlésdgi transzformacid

matematikai modelljét.

Az 5. fejezetben tanulmanyoztam és kidolgoztam a Boscovich-Laplace

feltétel alkalmazasat az L; normas becslésekre. Ezen megoldast is kiterjesztettem a

linearis regressziora €s a nemlinearis hasonldsagi transzforméacidkra. A kiilonbozd

eljarasokat Monte Carlo mddszerrel teszteltem.

Geomatikai Kozlemények I1., 1999



8 Zavoti J
A nem teljes rangti Gauss-Markov kiegyenlité szamitasi modellek

matematikailag korrekt feldolgozasa az SVD modszerrel torténik. A szingularis
vagy numerikusan kozel szingularis normdalmatrixszal rendelkezd geodéziai
problémak nagy kozéphibaval oldhaték meg. A robusztus becslési moddszerek
tanulmanyozéasa soran szerzett tapasztalatokat felhasznalva a 6. fejezetben
kidolgoztam egy olyan becslési modszert, amely az LN megoldasokat sulyozza és

minimalis kdzéphibat ad.

A sztochasztikus folyamatok analizalasanak elsd 1épése a determinisztikus
Osszetevd eltavolitasa. A 7. fejezetben megvizsgaltam, hogy az altalam
altalanositott spline interpolacié alkalmas-e a trend levalasztasara. Az alacsony
frekvencia komponensek kiszlirését a trigonometrikus interpolécio ujfajta

alkalmazasaval kiséreltem meg.

A térinformatikaban, a digitalis képfeldolgozasban eléforduldo nagyméretii
adatrendszerek tomoritett formaban vald taroldsa alapvetéen fontos feladat. A
wavelet transzformaci6 ortogonalis tulajdonsagat kihasznalva a 8. fejezetben azt

kaptam, hogy kivaldan alkalmas az adatrendszerek tomoritésére.

Az elméleti levezetéseken tilmenden valamennyi modszerre kifejlesztettem

a gyakorlati alkalmazasokhoz sziikséges programrendszereket is.

Geomatikai Kozlemények II., 1999
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1. A ROBUSZTUS BECSLESEK VALOSZINUSEGI
MODELLJE

Az elmult idészakban a geodéziai szakirodalomban szamos, a robusztus
becslések témakoréhez kapcsolodd tanulmany jelent meg. A geodéziai és
fotogrammetriai méréseket a véletlen jellegli hibak mellett szabalyos és durva hibak
terhelhetik, és figyelembe nem vételiik, illetve kisziirésiik nélkiil a legkisebb négyzetek
elve alapjan torténd kiegyenlités eredménye bizonytalan lesz. Ennek megfeleléen a
durva hibak kiegyenlités elotti felderitése igen fontos fazisa a geodéziai szamitasoknak.
Kisszamt mérési adat feldolgozasa esetén nem is jelent nagy gondot ez az ellenérzés, de
a szamitastechnika fejléddése, az automatikus adatnyerés és feldolgozas igénye mar
megneheziti az adatok manualis ellendrzését. Tovabbi gondot jelent az is, hogy a mérési
adatokat "szennyezd" kisebb durva hibak nehezen deritheték fel. Ezek a tények
alapoztdk meg azt az igényt, hogy a geodézidban megszokott szamitdsi modszerek
mellett 0j modszereket dolgozzunk ki a durva mérési hibdk szlirésére. Ebben a
fejezetben Osszefoglalom a geodéziai adatok feldolgozasahoz leginkabb alkalmazott
kiilonboz6 robusztus becslési eljarasokat. A magyar geodéziai szakirodalomban
Detrekoi (1986) tanulmanya targyalta el0szor a robusztus becslések alkalmazasat mérési
adatok feldolgozasdhoz. A téma jelentdségét mutatja, hogy Detrekéi (1991) a
kiegyenlitd szamitast targyald konyvében kiilon fejezetet szentelt e témanak. Soha

(1986) a mérési javitasoktol fiiggd stilyozasokon alapuldé megoldast ismertetett.

1.1 A normalitas problémaja

A megfigyelések alapjan vald paraméterbecslésre (kiegyenlités) a legkisebb
négyzetek modszerét alkalmazzak. Ez a becslési eljaras akkor elonyds, ha a mérési
hibak normalis eloszlastak, azaz a méréseket csak véletlen jellegti hibak terhelik. A
normalis eloszlassal vald Osszekapcsolas Gausstol szarmazik. Megallapitotta, hogy az

ismeretlenek legvaldszinlibb értékét csak akkor lehet meghatarozni, ha ismerjiik a hibak

MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatointézet, 9401 Sopron, Pf. 5



10 Zavoti J

eloszlasfiiggvényét. Egy ilyen fliggvényt ismerni csak elméleti Uton, feltételezéssel
lehetséges. Az ilyen jellegli becslés alapjan feltételezhetd, hogy a hiba valoszinlisége
aranyos a normalis eloszlas striiségfiiggvénye alapjan képzett exponencialis
kifejezéssel.

Annak ellenére, hogy a legkisebb négyzetek modszere nagyon jol alkalmazhatd
¢és altalanosan elterjedt a geodéziai gyakorlatban, alkalmazhatosaganak elméleti hattere
nem teljesen problémamentes. A méréseket terheld durva hibak kovetkeztében nem
mindig a szamtani k6z€p adja a legvaldszintbb értékeket. Hatasukra a hibak eloszlasa
eltér a normalis eloszlastol. A kiegyenlités ezeket a hibakat elkeni, és ezaltal a becslés

bizonytalanna valik. Alapvetd kérdés a durva mérési hibak hatdstalanitésa.

1.2 A durva hibak felderitése statisztikai tesztekkel

A durva hibak felderitésére altalaban a legkisebb négyzetek elvén valod
kiegyenlités eredményeinek statisztikai teszteken alapuld sziirését alkalmazzak. Ennek
az elvnek szamos valtozata ismert. A geodéziai gyakorlatban leginkdbb a Baarda (1968)
altal kidolgozott tesztelési modszer, a data-snooping terjedt el. Ez a tesztelés nagyon
munkaigényes, mivel igényli vagy a normalegyenlet matrixanak invertalasat, vagy a
kiegyenlités megismétlését az egyedi kiugré mérések fokozatos egyenkénti kizarasaval.
Abban az esetben, ha tobb durva hiba terheli a méréseket, nem biztos, hogy jo
eredményt ad, mivel azt a dontést, ami kizar egy ,,hibds” mérést, a tovabbi szamitasok
soran nem vizsgaljak feliil. igy eléfordulhat, hogy a kiegyenlités soran a , hibatlan”
megfigyeléshez rendelt javitas miatt ezt a joO megfigyelést kisziirik. A durva hibak

felderitésének t statisztikan alapuld modszerét Kubik et al. (1985) ismerteti.

1.3 A robusztus becslés fogalma

Amig az igen durva hibak viszonylag kdnnyebben kisziirheték, addig a kisebb
hibakkal terhelt — a statisztikai irodalomban “szennyezett”-nek nevezett —

megfigyelések nehezebben derithetok fel. A legkisebb négyzetek modszere, amely

Geomatikai Kézlemények I1., 1999



A ROBUSZTUS BECSLESEK VALOSZINUSEGI MODELLJE 11

alapjat képezi a kiilonb6z6 matematikai-statisztikai tesztelési eljarasoknak, ezeket a
hibakat szétosztja a tobbi megfigyelésre. Ez a felismerés vezetett olyan becslési
eljarasok  kidolgozaséahoz, amelyek  relative érzéketlenek a  mérések
eloszlasfiiggvényeinek kis valtozéasaira és igy a durva és szabdlyos hibdk jelenlétére is.
Ilyenek a robusztus becslések. A robusztussag fogalmat Box (1953) vezette be. A
robusztus becslések elvére szamos megoldast dolgoztak ki, de a legismertebbek a Huber
(1981) és a Hampel (1985) altal javasolt modszerek. Ez a technika eltér a statisztikai
teszteléseken alapuld eljarasoktol, elsésorban anndl a tulajdonsaganal fogva, hogy
minden adatot felhasznal a becslés soran, és sima atmenetet biztosit a teljes elfogadas és
teljes elvetés kozott.

A robusztus kiegyenlités soran a mérések eloszlasanak normalitisa nem
sziikséges feltétel.

A mérési hibakat sztochasztikus valdszinliségi valtozoknak tekintjiik az alabbi

eloszlassal:

F:(l—g)cD+gH (1.1)

>

- ahol ® a normaleloszlas, H a durva hibdk ismeretlen eloszlasanak
closzlasfiiggvénye ¢és & az a valdsziniiség, amellyel a durva hibak fellépnek. A
megfigyelések csaknem normalis ecloszlasuak, ¢s a feltételezett kozéphiba igaz a mérési
értékek tobbségére. Léteznek azonban olyan megfigyelések (durva hibak), amelyek az

alapmodellnek nem felelnek meg. Ezek eloszlasa ismeretlen.

A becslési fliggvények matematikai dsszefliggések a mért megfigyelési értékek
¢és a keresett paraméterek kozott. A robusztus becslési fliggvények fontos jellemzdje a

toréspont, amely a becslés robusztussaganak mértéke.

A robusztus becslési modszerek koziil a geodéziaban az elsdként a Huber (1964)
altal javasolt maximum likelihood moddszer (M-becslés) jelent meg. A moddszer
kialakulasa Bernoulli munkassagaig nyulik vissza. Elméleti szempontbol a

legjelentésebb altalanosan hasznalhatd robusztus becslési modszer.

Geomatikai Kézlemények I1., 1999



12 Zavoti J

14 Matematikai alapfogalmak

A vizsgalt valoszinliségi valtozo stiriiségfiiggvényét az alabbi formaban is

megadhatjuk:
f;; x):e_p(y”'x) , (1.2)
- ahol y; (i =12 .., n) a valoszinliségi valtozora vett fliggetlen mintaelemek.
A stiriiség fliggvény logaritmusat képezve a célfiiggvényhez jutunk:
Zp(yi;x)—>min , (1.3)
-ahol p(y,; x)=—Inf(y,; x) .

Feltessziik, hogy p differencialhat6, konvex fliggvény.

Az x valtozd szerinti derivalt képzésével a hatasfiiggvényt kapjuk:

d .
p(y;x) = % : (1.4)

Feltételi egyenlet: a szélséérték18 létezésének sziikséges feltétele, hogy a

derivalt fliggvény zérus legyen a keresett helyen:

2 ylyix)=0 . (1.5)

A matematikai modellhez tartoz6 silyfiiggvényt a kovetkezd modon definialjuk:

@ , x#0
a)(x): X (1.6)
1 , x=0.

Geomatikai Kézlemények I1., 1999
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1.5 A robusztus kiegyenlit6é szamitasi modell

A modszer elve: az ismeretlen x paramétervektort a vizsgalt valdsziniiségi
valtozora vett megfigyelési minta alapjan ugy kell becsiilni, hogy a siiriségfliggvény
maximumot vegyen fel. Ehhez ismerniink kell a vizsgélt valoszinliségi véltozo
sturiiségfliggvényét, vagy feltételezéssel kell élni a sirségfiiggvény tipusara
vonatkozoan. Az (yl,yz,..., y,,) fliggetlen megfigyelési minta alapjan az egyiittes

striiségfliiggvény igy adhatdo meg:

f(x)=]l[f(y,-: x) . (1.7)
i=1

- ahol f a vizsgalt valosziniiségi valtozo strlségfiiggvénye.

A likelihood elv szerint a tobbvaltozds siirliségfiiggvény maximumat kell az x
paraméter vektor ismeretlenjeként megkeresni. A siiriiségfiiggvény logaritmusa az un.

likelihood fliggvény:

L=In f(x):jzn v x) (1.8)

A tobbvaltozos fliggvény szélsoérték helyének megkereséséhez képezni kell a
parcialis derivaltakat, azokat egyenlévé kell tenni nullaval. Igy adodik egy
egyenletrendszer, amelynek a megoldasa szolgaltatja az x paramétervektor maximum

likelihood elv szerinti becslését.

Normal eloszlastt megfigyelések esetén ez az egyenletrendszer linearis lesz, és
megallapithatd, hogy a maximum likelihood elv szerinti becslés ¢és a legkisebb
négyzetek elve szerinti becslés azonos eredményre vezet. Minden mas eloszlds esetén
nemlinedris egyenletrendszer adodik, amelynek a megoldasahoz iterativ numerikus

eljarasokra van sziikség.

Ilyen algoritmusokat ad meg Beaton és Tukey (1974) és Tukey (1960).

Geomatikai Kézlemények I1., 1999



























































































































































































































































































































































































































