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ROBUSZTUS BECSLÉSI MÓDSZEREK A 
GEODÉZIÁBAN 

Kalmár János* 

A dolgozat bemutatja a statisztikai kiértékelések egy speciális formáját, a robusztus 
becsléseket, melyek a feltételezett (általában normális) eloszlástól eltérő adatsorokat is 
hatékonyan és pontosan képesek feldolgozni. Ismertetésre kerülnek Huber, Hampel és 
Collins módszerei, illetve egy hasonló elvre épülő saját eljárás is, melyek jól használha-

tók a geodéziában lineáris egyenletrendszerrel leírható paraméterbecslések kivitelezésé-
re. A cikk végül adaptálja az említett becsléseket a Helmert-transzformáció ill. a relatív 
tájékozás kivitelezésére, és gyakorlati példán mutatja be a módszer eredményeit. 

Kulcsszavak: statisztika, robusztus becslés, M-becslők, Helmert-transzformáció, 
relatív tájékozódás, Huber, Hampel, Collins. 

Miért van szükség a robusztus becslésekre? 

A statisztikai becslések felhasználási területein előforduló megfigyelésekről megállapít-

ható, hogy egyes kivételes esetektől eltekintve, hibaeloszlásuk nem normális, bár ezt a 
nagy számok törvénye alapján általában feltételezik. A valamely paraméteres modell 
alapján létrehozott optimális becslések általában nagyon érzékenyek a modelltől való 
eltérésre. Sajnos ezek a modellek szinte sohasem igazak; a használatuk során felmerült 
problémák vezettek arra, hogy a 60-as évek közepén fellendült az ilyen eltérésekkel 
szemben kevéssé érzékeny becslések kutatása (Kalmár 1995). 

A modelltől való eltérések okai 4 fő csoportba sorolhatók: 

(1) nagy (durva) hibák előfordulása: egy értéket nem pontosan másoltak le, rosszul 

olvasták le a mérőeszközről, vagy valami mást mértek (pl. hibás irányzás) 

(2) a mérések eleve korlátozott pontosságúak, kerekítések előfordulhatnak 

(3) ha az előző hatásokat sikerül is elég alacsonyan tartani, gyakran előfordul, hogy 
a valódi eloszlás jelentősen különbözik a paraméteres modellben levőtől. Sok-

szor maga a modell is csak közelítőleg érvényes, vagy paramétere időben válto-

zó mennyiség 

(4) hosszú és ’független’ (pl. csillagászati) adatsorozatok is mutathatnak jelentős 
korrelációt 

Az irodalomban találhatunk példákat a fenti okokra; Hampel szerint 5-10% durva hiba 

inkább szabálynak látszik, mint kivételnek, továbbá nagy és pontos geodéziai minták is a 
normálisnál hosszabb ’farok’-kal rendelkező hibaeloszlást mutatnak. 

A modelltől való eltérések nem hagyhatók figyelmen kívül a gyakorlatban, mert 
még enyhe és észrevehetetlen eltérések is teljesen elronthatják az ’optimális’ becslés 
viselkedését. A robusztus becsléseket akkor használjuk, ha a kiugró (outlier) értékeket 
elhagyni, vagy súlyukat csökkenteni szeretnénk, tehát olyan módszert alkalmazunk, 
amely jól működik a modellben kiugró értékek és más eltérések esetén is (Huber 1981). 

A robusztus becslések fő megközelítési módja az, hogy létrehozunk egy modellt a para-

méteres modelltől való eltérések kezelésére, és olyan becsléseket keresünk, melyek jól 
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megfelelnek ennek a modellnek, és közelítőleg optimálisak (Carosio 1979, Bill & Hahn 
1984). Tulajdonképpen a kiértékelések eddigi, manuális gyakorlatában sokszor már 
eddig is robusztus becslést alkalmaztak, hiszen el szokták hagyni a kiugróan rossz érté-
keket, vagy súlyukat jelentősen csökkentették (Somogyi 1988). De az ilyen intuitív mód-

szerekkel mégsem elégedhetünk meg, mert: 

i. Sokszor nem is olyan egyszerű kiválasztani az elhagyandó értéket 

ii. Ha csak elhagyásos becslést alkalmazunk, akkor a becslés hatékonysága csök-

ken, vagyis valamilyen mértékig az outliereket is figyelembe kell venni 

iii. A gépi adatfeldolgozás elterjedése is megköveteli, hogy becsléseink figyelembe 
vegyék a durva hibákat, hiszen elmarad az adatok előzetes manuális ellenőrzé-
se.  

A robusztus becsléseknek tehát alapvető jellemzője az, hogy kevéssé érzékenyek a felté-
telezett (paraméteres) modelltől eltérő eloszlású adatsorokból történő paraméterbecslés-
re. Az érzékenység egyébként annak mértéke, hogy egy lokális zavaró hatás mennyire 
befolyásolja a becslés értékét. 

A robusztus M-becslők jellemzése 

Az általam vizsgált és alkalmazott becslési módszerek az M-becslők osztályába tartoz-

nak, vagyis a  paramétervektort az ( ),xL  likelihood függvény maximumából hatá-
rozzák meg (Kerékfy 1974), ahol 

 ( ) ( )
=

=
n

i
i ,xf,xL

1

  n...,,i 1=  , (1) 

ha az nx...,,x1  minta feltételezhetően ( ),xf  sűrűségfüggvényű eloszlásból szár-

mazik. A megoldás szokásos módszere az, hogy (1) helyett a likelihood függvény nega-

tív logaritmusát minimalizáljuk: 

 ( ) ( ) ( ) 
= =

=−=−
n

i

n

i
ii ,x,xfln,xLln

1 1

  . (2) 

A vizsgált függvény szélsőértékét deriváltjának gyökeként is megkaphatjuk: 

 ( ) 0
1

=





=

n

i
i ,x 




 , (3) 

vagyis a minimumképzés egyenlet(rendszer) megoldására vezethető vissza. Nevezzük a 
() ()xx  =  függvényt a becslés hatásfüggvényének, és definiáljuk a ()x  súly-

függvényt a következőképpen: 

 () ()x/xx  =  0x  .  (4) 

Az ismertebb eloszlástípusokra a várható érték M-becslése a következőképpen alakul: 

a.) normális eloszlás 

() 2

2x

exf
−

=  ()
2

2x
x =  () xx =  () 1=x  

az M-becslés az átlaggal egyezik meg. 
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b.) szimmetrikusan exponentiális eloszlás: 

() xexf −=  () xx =  () signxx =  ()
x

x
1=  

az M-becslés a mediánnal egyezik meg (Somogyi, Závoti 1987). 

c.) Cauchy eloszlás: 

() ( )21
1
x

xf
+

=  () ( )21 xlnx +=  () ( )21
2

x
x

x
+

=  () ( )21
2
x

x
+

=  

az M-becslés csak iterációval határozható meg. 

Huber és Hampel becslési eljárásai 

Látható, hogy a normális eloszlás hatásfüggvénye nem korlátos, ezért nem is robusztus, 
de b. -c. becslők már robusztusak. A tapasztalatok szerint a geodéziai mérési eredmé-
nyek hibaeloszlása középen normális, de a széleken bizonytalan. Ezen segítendő, Huber 

(1973) az alábbi hatásfüggvényt konstruálta: 

 ()


 =

egyébként
ha

asignx
ax,x

x  , ()




 

= egyébként

ha1

x
a

ax,
x  . 

Később Hampel (1974) az outlierek biztos kizárása érdekében az intervallumbeosztást 
tovább finomítva a hatásfüggvényt a széleken csökkentette: 

() ( )
( )


















−

−





=

egyébként0

  ha

  ha

ha

cxb,
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xcsignxa

bxaasignx

ax,x

x  ,  () ( )





















−
−





=

.cx

cxb,
cb
ca

bxa,
x
a

ax,

x

  ha0

  ha
1

 ha

ha1

  . 

Az M-becslők alkalmazása közvetett mérések kiértékelésére 

Alkalmazzuk ezután Hampel módszerét az r elemű  paramétervektor becslésére, ha a v 

hibavektor -tól lineárisan függ: 

lAv −=   és   r,j

n,ij,iaA 1

1

=

=
=  . (5) 
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Ha a v hibavektort tekintjük mintának, feltételezve, hogy ( ),vf  eloszlásfüggvénye 
ismert, akkor levezethető a (2) likelihood függvény, vagyis felírható a  paramétervek-

tor legjobb becslésének feltételi egyenlete: 

 ( )
=


n

i
i .min,v

1

  

Oldjuk meg (5) figyelembe vételével az aktuális szélsőérték feladatot: 

 

r...,,ka
vi

n...,,iav

k,i
k

r

j
ijj,ii

1

ezért

11
1

==

=−=
=






 (6) 

és így (3) a következőképpen alakul: 

()( ) () () 0
111

=== 
===

n

i
ik,i

k

n

i i

i
n

i
i

k

va
vi

v
v

v 









 r...,,k 1=  , 

ami tömörített írásmódban 

 () 0=vAT  ahol ()

()
()























=

.

.

.

v

v

v
2

1




   . (7) 

Láttuk, hogy a normális eloszlás hatásfüggvénye () vv = , ezért (7) a következő ala-

kot veszi fel: 

 ( ) 0=−= lAQAvA TT
 , 

melyből a legkisebb négyzetek módszerével kapott megoldás már levezethető: 

 ( ) lAAA TT 1−
=  . 

Nézzük most meg, hogy néznek ki a Hampel módszeréből levezetett feltételi egyenletek! 

Feltesszük,  hogy  az  A  mátrixot  a  vi hibák nagysága alapján függőlegesen 4 almátrixra  

bonthatjuk, melyek legyenek rendre ( )avA i 1 , ( )bvaA i 2 , 

( )cvbA i 3  és ( )ivcA 4 . Ennek megfelelően particionáljuk (5)-ben a v hiba-

vektort és l-et is: 
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1

4

3
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1
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l
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v
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Ezután írjuk fel (7)-et is particionálva:  

  
()
()
()
()

0

4

3

2

1

4321 =





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




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


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AAAA TTTT
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 . 

Tehát 

 () () () () 04
4

3
3

2
2

1
1 =+++ vAvAvAvA TTTT   . (9) 

A megfelelő hatásfüggvények behelyettesítésével adódik: 

 ( )( ) 033
3

2
2

1
1 =−−++ bc/vvcsignaAvasignAvA TTT

 . 

A  ii
i lAv −=   (8) behelyettesítése után kapjuk: 

 ( ) ( )( ) 033
3

3
2

211 =−+−++−  Alvcsignbc/aAvasignAlAA TT
i

T
 . 

Az egyenletet rendezve adódik: 

( )  ( ) 3
3

3
2

2113311 lvcsignbc/aAvasignAlAbc/aAAAA TTTTT +−−−=−−   . 

Végeredményben tehát egy dB =  alakú egyenletrendszerhez jutunk, ahol 

 PAAB T=  és vQsignaAlPAd TT −=  , (10) 

ahol P és Q átlós súlymátrixok, melyeknek főátlóelemei 

( )








−
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=
egyébként0

  ha

ha1

cvbcb/a
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q i

i
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Mivel a megoldás iterációban történik, ezért vsign -t lépésenként konstansként kezel-

jük, és a v ellentmondás-vektor alapján a kiegyenlítést mindig az aktuális osztályba soro-

lásnak megfelelően ismételjük meg. A  paramétervektor kezdőértékét pedig a feladat 

jellegétől függően becsléssel állapítjuk meg. 

Huber módszerének munkaképleteit külön nem részletezzük, mivel azt a Ham-
pel módszer speciális esetként ( )==cb  már tartalmazza. 
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A becslés hatékonysága még bizonyosan robusztus hatásfüggvény esetén is függ attól, 
mennyire felel meg a hatásfüggvény a minta valódi eloszlásának, ezért indokoltnak tűnt 
más hatásfüggvények konstruálása és tesztelése is. Ennek kapcsán kedvező eredménye-

ket értünk el az alábbi, saját fejlesztésű hatásfüggvénnyel (Somogyi és Kalmár 1991), 
melyen a soproni módszer alapul: 

 ()
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A becslés ötlete tulajdonképpen a Hampel módszerből származik olymódon, hogy fel-

cseréltük az (a, b) illetve (b, c) intervallumokon feltételezett mintaeloszlást. A Hampel 
módszernél már látott levezetés most is végigvihető, de a módszert leíró (10) képlet P és 
Q súlymátrixai a korábbiaktól különbözni fognak: 
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Collins (1976) alapján más hatásfüggvény alkalmazhatóságát is megvizsgáltuk. 

Legyen x1 megfelelően választott konstans, akkor Collins hatásfüggvénye: 
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Az x1 paraméter értékét a hatásfüggvény folytonossági követelményéből vezethetjük le 
ax=  pontban: 

 ( )
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 −= abxthxa 11 2
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 , 
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 , 

ezért x1 paramétert az 

 ( ) ( ) ( ) 0111 =−−−−+ abxaxlnaxln  (12) 

egyenlet gyökeként definiáljuk. Tudjuk, hogy a tangens hiperbolikusz függvény páratlan, 
ezért teljesül ( )xsignythxthsigny = , ezért (11) középső szakasza 

() ( )



 −= xbsignxxthxx 11 2
1  alakban is felírható. A Hampel módszernél már 

látott (9) particionálás a 3 hibaosztályra most is érvényes, ezért 

 () () () 03
3

2
2

1
1 =++ vAvAvA TTT   , (13) 

ahol ii
i lAv −=  ,  és () 11 vv =  , 

 () ( )



 −+=  22

2
11

2

2
1

Alvbsignxthxv , () 03 =v  

így (13) rendszer i-dik ( )r...,,i 1=  egyenlete a következőképpen írható fel: 
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ahol feltételezzük, hogy 1A  sorainak száma 1j , és 2A  sorainak száma 12 jj − . Látha-

tó, hogy a most kapott egyenletrendszer nem lineáris függvénye a  paramétervektor-

nak, ezért jó közelítő érték és megbízható többváltozós gyökkereső algoritmus (pl. a 
számításigényes konjugált gradiens módszer) nélkül reményünk sem lehet a megoldásra. 

A th függvény hatványsora alapján belátható, hogy az origó közelében teljesül 
xxth  , ezért Collins módszere is jól közelíthető Hampel módszerének azon módosí-

tásával, melyben a hatásfüggvény konstans szakasza 0 hosszú. Várható, hogy Collins 
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módszere bizonyos mérési folyamatokra kedvezőbb paraméterbecslést szolgáltat, mint 
Hampelé, de további tesztek szükségesek ennek eldöntésére. 

A W-becslés, mint az M-becslés közelítő formája 

Már Collins (1976) módszerének bemutatása során kiderült, hogy a hatásfüggvény ön-

kényes (bár célszerű) megválasztása a paraméterbecslés gyakorlati kivitelezhetőségét 
teszi kétségessé, mert nemlineáris egyenletrendszer megoldásához vezethet. Térjünk 
ezért vissza a közvetett mérések M-becslése megoldásának (7) alapképletéhez: 

 () 0=vAT  , ahol ()ii vv =  . 

Láttuk, hogy a (7) feladatot a paramétervektor egy 0 kezdő becsléséből indulva iteráci-

óval kell megoldani, mert a hatásfüggvény értelmezése intervallum-szakaszonként kü-
lönböző. Tehát a k-ik iterációs lépésben a paramétervektor megelőző 1−k  becsléséből 
írhatjuk fel a megfelelő ()iv  függvényeket, és oldhatjuk meg (7)-et a paramétervektor 

következő k becslése céljából: 

 ( )( ) 0=kT vA   . (14) 

A W-becslés, ami végeredményben súlyozott kiegyenlítést jelent, a ()v  hatásfügg-

vénynek a ()v  súlyfüggvénnyel való (15) közelítésén alapszik: 

 ( )( ) ()( )
( ) ( ) ( )( )( )k

i
k

i
k

ik
i

k
ik

i vvv
v

v
v 


 1

1

1
−

−

−

=  , (15) 

ami praktikusan bármely hatásfüggvény esetén lehetővé teszi a közelítő M-becslést, mert 
(15) alapján (14) megoldása 

 0=vPAT
  lAv k −=   

alakban adódik, ahol P diagonális súlymátrix, és 

 ( )( )1−= k
ii,i vP    n...,,i 1=  . 

Tehát a  paramétervektor új becslését az  

 lPAPAA TkT =    (16) 

egyenletrendszer gyökeként kapjuk, ami közismerten a súlyozott megfigyeléseken alapu-

ló kiegyenlítés megoldása. 

Szeretném kihangsúlyozni, hogy a W-becslés nem ekvivalens az M-becsléssel, 
még akkor sem, ha ugyanazon hatásfüggvényen alapulnak. Az viszont igaz, hogy a két 
módszer fixpontja szükségszerűen egybeesik, tehát ha a  paramétervektor az egyik 
módszernek fixpontja (ami azt jelenti, hogy  ==− kk 1

 teljesül), akkor fixpontja 
lesz a másik eljárásnak is. Problémát csak az jelent, hogy egyik módszernél sem garan-

tált, hogy az iteráció eléri a fixpontot (szélsőséges esetben akár divergens is lehet). 
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Az M-és W-becslők alkalmazásának konvergencia problémái 

Láttuk, hogy a v ellentmondás-vektoron alapuló paraméterbecslés feltételez egyrészt 0 

kezdeti értéket, másrészt egy, a hatásfüggvényhez kapcsolódó intervallumbeosztást (a, b 

és c korlátokat). A paramétervektor kezdőértékét a robusztus becsléstől független pre-
processzing eljárás szolgáltatja, ami lehet egy szokványos legkisebb négyzetes kiegyen-

lítés is. A megoldandó geodéziai probléma sajátosságaitól függ, hogy az (5) ellentmon-

dások milyen a korlátig tolerálhatók, b és c korlátokat már az a többszöröseként írjuk 
elő. A skálázás azonban ezzel még korántsem tekinthető megoldottnak, mert könnyen 
előfordulhat olyan eset, amikor a paramétervektor kezdeti becslése annyira rossz (pl. 
néhány outlier megléte miatt), hogy egyetlen mérés sem kerül az elfogadható 1. osztály-
ba. Ebből viszont a (10) egyenletrendszer szingularitása következhet, amit úgy küszöböl-
tem ki, hogy az iterációval párhuzamosan csökkenő intervallumbeosztást írtam elő. Az 
intervallumbeosztást úgy inicializáltam, hogy az 1. iterációban pontosan egy mérés ke-
rüljön a kidobandó (0 hatásfüggvényű) kategóriába, és a részintervallumok hossza min-
den iterációban 0.8-al szorzódik (vagyis rövidül) addig, míg el nem éri az a priori előírt 
határt (Kalmár 1995). 

Következő kérdés az, hogy meddig folytassuk az iterációt? Ideális esetben az 
algoritmus fixpontban fejeződik be, ami a kerekítési hibákat is figyelembe véve azt je-

lenti, hogy a 0 paramétervektor változása két iteráció között egy korlát alatt marad. 
Sajnos a gyakorlatban ez az ideális eset ritkán fordul elő, ezért az iterációt az alábbi 
szabályok szerint vezéreltük: 

a. Az iteráció legalább addig tartson, míg az intervallum-beosztás le nem 
csökken az a priori előírt szintre. 

b. Ha az intervallumbeosztás már nem változik, akkor figyeljük a mérések 
(ellentmondások) osztályba-sorolását; ha két, egymást követő iterációban 
a mérések kategorizálása nem változik, akkor készen vagyunk. 

c. Ha b. szabály szerint az algoritmust nem sikerül előbb befejezni, akkor 
megadott számú (pl. 20) iteráció után mindenképp kilépünk. 

A gyakorlatban az is előfordulhat, hogy 0 kezdeti paraméter olyan jó, hogy azonnal az 
a priori intervallumbeosztást kell alkalmazni (lejjebb nem mehetünk), és kidobandó 
mérést nem is kapunk. Ekkor természetesen csak b. és c. szerint figyeljük a kilépési 
feltétel meglétét. 

Látható, hogy bár b. feltétel gyengébb, mint a fixpontfeltétel, de még így is elő-
fordulhat, hogy c. szerint kell kilépni, elkerülendő a végtelen ciklust. 

Akadhat ugyanis olyan mérés, ami éppen intervallumhatárra esik, és iteráción-

ként változtatja kategóriába sorolását (ld. Digitális hőmérő). 

A síkbeli Helmert-transzformáció robusztus megoldása 

Az alapfeladat a következő (Somogyi 1969): 

Legyen adott a síkon egy ( )iii y,xP  pontsorozat, melyet egy Helmert-transzformáció 

(forgatás, nyújtás és eltolás) képez le a ( )iii Y,XQ  pontsorozatba. Határozzuk meg a 
nevezett transzformáció paramétereit, melynek ismeretében azután más pontok leképe-

zése is elvégezhető. A leképezést célszerűen az alábbi formában írhatjuk fel, vagyis 
kezeljük összevontan a forgatást és a nyújtást: 
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Látható, hogy a transzformációt az ( )s,r,Y,X 00  paraméterekkel jellemezzük, melyek 
két pont és képének ismeretében már meghatározhatók. Amennyiben több transzformált 
pontot ismerünk, a transzformáció paramétereit már kiegyenlítéssel kell meghatározni, 
hogy a leképezés (mérés) esetleges hibáit kompenzálni tudjuk. A hibaegyenletek a kö-
vetkezők lesznek (Somogyi, Závoti 1990): 

 

iiiy

iiix

YYsxryv

XXsyrxv

i

i

−++=

−+−=

0

0
 , (18) 

vagyis lAv −=   jelölés mellett ( )Ts,r,Y,X 00=  és 

1112 =−,ia , 0212 =−,ia , i,i xa =− 312 , i,i ya −=− 412 , ii Xl =−12  

   012 =,ia ,   122 =,ia ,     i,i ya =32 , i,i xa =42 ,   ii Yl =−12  

Amennyiben az egyes pontok leképezéséhez (méréséhez) a priori eltérő ip  súlyokat 
rendelünk, akkor a paraméterek meghatározása az  

 lPAPAA TT =  (19) 

egyenlet alapján történhet, ahol 





















=

...

.p.

..p

...p

...p

P
0

000
00
00

2

2

1

1

 . 

Ha a iP  pontok koordináta-rendszerének origója egybeesik a pontok súlypontjával (elto-

lással mindig elérhető   == 0iiii ypxp ), akkor (19) egyenletrendszer az alábbi 

alakra egyszerűsödik: 
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ezért közvetlenül megoldható: 
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 . (20) 

Tehát az iteratív robusztus becsléshez a transzformációs paraméterek első közelítését egy 
lépésben előállíthatjuk, miáltal a v ellentmondásvektor is meghatározott. Elindítható 
tehát a robusztus becslés szerinti iteráció, amely a korábbiak szerint majd olyan (10) 
súlyozást generál, ahol az egyes súlyok a pontok előző iterációbeli ellentmondásaitól 
függnek (Kalmár, Somogyi 1988, 1989). 

12 pontos mintapéldánkban a koordináta-hibák szórása 3.5 cm volt, és 
50

1
=xv  cm, 20

6
−=yv  cm, 15

12
=xv  cm durva hibákkal indítottunk. Az ered-

ménytáblából jól látszik, hogy a legkisebb négyzetek módszere kevésbé alkalmas a dur-

va hibák kiszűrésére és a hibátlan pontokat is eltorzíthatja. 

1. táblázat. Mintapélda a síkbeli Helmert-transzformációra. 

Sorszám 
Legkisebb négyzetek Huber módszere Hampel módszere 

xv  yv  xv  yv  xv  yv  

1. -37.9 -6.9 -44.5 -4.9 -48.8 -5.4 

2. 5.6 -2.9 1.4 1.1 0.0 4.0 

3. 7.8 0.4 3.9 1.7 3.8 1.1 

4. 1.1 -0.9 -0.6 2.3 2.2 0.0 

5. 9.7 9.9 6.3 8.8 7.7 5.0 

6. 5.8 16.9 -0.1 20.4 -4.0 22.0 

7. 5.6 -2.9 1.4 1.1 0.0 4.0 

8. 4.8 -3.9 1.8 -1.6 2.5 -0.6 

9. 10.6 0.1 5.8 1.4 4.2 0.4 

10. 4.1 -6.1 -3.0 -2.9 -8.3 -2.0 

11. -1.7 -4.5 -7.1 0.0 -10.6 3.3 

12. -15.4 0.7 -16.6 0.9 -12.7 0.3 

Az analitikus relatív tájékozás robusztus megoldása 

Az alapfeladat a következő (Somogyi 1966, Battha & co 1981): 

A terep egy iP  pontsorozatát centrális leképezéssel fényképekre transzformáljuk. Jelölje 

( )y,x  a P pont koordinátáit a balképen, ( )y,x   pedig a jobbképen. Határozzuk meg a 
két kép egymáshoz viszonyított relatív helyzetét, ha ismert a balkép f , illetve jobbkép 
f  fókusztávolsága. 

Ha a képek képfőponthoz illesztett koordináta rendszereinek origóját a leképe-

zési centrumba (fókuszba) mozgatjuk, akkor fz=  illetve fz =  teljesül. Ezután 
tegyük forgatással egyirányúvá a két kép koordináta rendszerét! Feltételezzük, hogy az 
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egyes tengelyek körüli forgatási szögek elég kicsik ahhoz, hogy a H forgatási mátrixban 
a szögfüggvények helyett az alábbi közelítéseket alkalmazzuk: 
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ahol 
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Jelölje ( )zyx b,b,b  a jobbkép origójának koordinátáit a balkép koordinátarendszerében! 

A két koordinátarendszer már egyirányú, ezért az ( )z,y,x   jobbképpont koordinátái 

a balképpont rendszerében nyilván ( )zyx bz,by,bx +++  lesznek. Mivel a P 

pont képei és a jobbfókusz koordinátái most már ugyanabban a (balkép fókuszához il-

lesztett) koordinátarendszerben vannak megadva, ezért felírható az un. komplanaritási 
feltétel, ugyanis a fentiek értelmében a 3 pont és az origó egy síkba esik: 
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 ( ) ( ) ( ) 0=−+−−−+ zxyxbzxzxbzyzyb zyx  . (22) 

Tudjuk, hogy xb  bázistávolság ismert (szabadon választható), és feltételezzük, hogy 

zzyyy dbbbz,dbbb +=+= 00
, ahol 

0
yb  és 0zb  ismert közelítések, ydb  és zdb  

pedig az ismeretlen javítások. Ugyancsak ismeretlenek  d,d,d  kicsi forgatási 
szögek, melyek meghatározására (22) nyújt lehetőséget. (21) behelyettesítése után kap-

juk, hogy (Kalmár 1985, 1990): 
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Legyen ( )Tzy db,db,d,d,d = , akkor (23)alapján a lAv −=   feltételi 

egyenlet együtthatói: 
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A feladat megoldásakor a 000 == zy bb  kezdőértékkel indulunk neki (23) megoldásá-

nak, és csak néhány legkisebb négyzetes kiegyenlítés után térünk át a robusztus eljárásra, 
vagyis az illesztés hibájától függő súlyozás és korrekció használatára. 

Az eljárás tesztelésére valós fotogrammetriai mérési eredményeket használtunk, 
melyre egy példát a (2) táblázatban mutatunk be. A mérőműszer pontossága 2  volt. 

2. táblázat. Mintapélda az analitikus relatív tájékozásra. 

 Balkép Jobbkép Parallaxis () 

Azonosító x y x y L2 Huber Hampel 

Képfőpont 119.534 120.668 120.312 121.817    

9114 23.184 188.647 106.366 192.821 -5 0 1 

9113 24.441 97.611 107.472 101.502 1 -4 0 

9033 25.236 37.405 107.909 41.024 3 -2 0 

9032 79.021 73.574 162.230 77.162 -17 -24 -20 

9031 116.425 120.199 200.163 123.963 -2 -9 -4 

9030 138.327 169.470 222.285 173.299 4 1 4 

9039 64.565 170.136 147.917 174.130 15 15 17 

341 107.023 23.741 190.451 26.865 -5 -3 1 

331 117.225 225.452 201.159 229.556 -5 1 -1 

 

Látható, hogy mindhárom módszer kimutatja a durva hibát a 9032 és 9039 pontokban, 
de a robusztus eljárások észrevehetően érzékenyebbek. 

Összefoglalás 

A dolgozat bemutatta, hogy a hatékonynak számító M és W típusú robusztus becslések 
könnyen adaptálhatók lineáris kényszerfeltételekkel adott közvetett mérések kiértékelé-
sére, és a Helmert-transzformáció ill. a relatív tájékozás példáján keresztül demonstrálta 
alkalmazásának előnyeit a hagyományos, legkisebb négyzetek elvén alapuló kiegyenlí-
téssel szemben. 

Ezúton köszönöm meg Dr. Somogyi József és Dr. Závoti József professzor 
uraknak a cikk megírásához nyújtott sokoldalú segítségüket. Kutatásaim finanszírozását 
az OTKA T0030239 és T025320 számú pályázatai tették lehetővé. 
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