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No 

Yes

Read matrix data 

Create initial minimum travel cost array 

Adjust minimum travel cost array such that inci-
dent node is different than outgoing node 

Compute sum of incident cost and sum of 
outgoing cost 

Determine the lower bound cost of the least cost cycle 
(The greater value from sum outgoing cost or sum 

incident cost) 

Join closest nodes and create sub-graphs 

Eliminate joined nodes and create reduced cost matrix 

All nodes joined? 

Create minimum travel cost array for sub-graphs 

Join closest sub-graphs 

Finish 

 
Fig. 1. Steps of the minimum travel cost algorithm 

From Table 2. there are six groups of nodes with equal minimum cost which are the following: 1, 12 
and 2, 10, 11, 13 and 3, 14 and 4, 5 and 6, 7, 15, 16,and 8, 9, 17. Any order for equal cost nodes will 
lead to minimum tour as shown in Table 2. and Fig. 2. 

The sum of incident and outgoing costs is equal and has the value of zero, which means that the 
least cost will be higher than zero. In other words, the lower bound for the least cycle will exceed 
zero. 

Figure 2. and Table 2. show that there are six groups of nodes which can be called neighbour-
hood nodes. These nodes are characterized by their equal costs, such that the cost from node 4 to 
node 5 equals to the cost of node 5 to node 4, and the same thing for nodes 2, 10, 11, 13 and other 
groups shown in Fig. 2. 
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Table 3. Allowed connectivities based on Table 2. 
Due to symmetry of Table 2. half of the table is considered and remaining nodes have “-” 

Node To Coutgoing  

1 12 0 
2 10 0 
3 14 0 
4 5 0 
5 - - 
6 7 0 
7 15 0 
8 9 0 
9 17 0 

10 11 0 
11 13 0 
12 - - 
13 - - 
14 - - 
15 16 0 
16 -  
17 - - 

Table 4. Reduced cost matrix for sub-graphs in Fig. 2 

To  
1 2 3 4 6 8 

5 48 48 74 - 6 12 
12 - 3 5 48 8 5 
13 3 - 3 48 8 5 
14 5 3 - 72 48 24 
16 8 8 50 6 - 8 

FROM 

17 5 5 26 12 8 - 

Table 5. Minimum travel cost for the sub-graphs in Fig. 2 

Cincident From Start Node End Node To Coutgoing

3 13 1 12 2 3 
3 12, 14 2 13 1, 3 3 
3 13 3 14 2 3 
6 16 4 5 6 6 
6 5 6 16 4 6 
5 12, 13 8 17 1, 2 5 

26 - - - - 26 

Table 6. Minimum travel cost for the sub-graphs in Fig. 2. with highest cost highlighted 

Cincident From Start Node End Node To Coutgoing

3 13 1 12 2 3 
3 12, 14 2 13 1, 3 3 
3 13 3 14 2 3 
6 16 4 5 6 6 
6 5 6 16 4 6 
5 12, 13 8 17 1, 2 5 

26 - - - - 26 
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Fig. 3. Sub-graphs generated from Table 6 

Now both nodes 5 and 6 are removed from the reduced cost matrix and the second reduced cost 
matrix is shown in Table 7. 

In the minimum travel cost in Table 8. the sum of incident cost is higher than the sum of outgo-
ing cost (26 > 22), then the incident side will be considered and outgoing side will be neglected. 
Next higher cost will be used for node 4 which is from node 17 (17 to 4) as shown in Fig. 4. Now 17 
and 4 will be removed from cost matrix as shown in Table 9. 

The higher total cost will be considered (17) for outgoing side (17 > 14) in Table 10. and the 
outgoing side is displayed alone in Table 11. 

Next higher cost is 8 to move from node 16 (16 to 1 or 2). There are two alternatives, (16 to 1) 
or (16 to 2), and both solutions will be compared and minimum cost will be selected. 

Table 7. Reduced cost matrix for sub-graphs in Fig. 3 

 1 2 3 4 8 
12 - 3 5 48 5 
13 3 - 3 48 5 
14 5 3 - 72 24 
16 8 8 50 6 8 
17 5 5 26 12 - 

Table 8. Minimum travel cost for the sub-graphs in Fig. 3 

Cincident From Start Node End Node To Coutgoing

3 13 1 12 2 3 
3 12, 14 2 13 1, 3 3 
3 13 3 14 2 3 

12 17 4 16 1,2,8 8 
5 12, 13 8 17 1, 2 5 

26 - - - - 22 

Table 9. Reduced cost matrix for sub-graphs in Fig. 4 

 1 2 3 8 
12 - 3 5 5 
13 3 - 3 5 
14 5 3 - 24 
16 8 8 50 - 

Table 10.  Minimum travel cost for the sub-graphs in Fig. 4 

Cincident From Start Node End Node To Coutgoing

3 13 1 12 2 3 
3 12,14 2 13 1,3 3 
3 13 3 14 2 3 
5 12,13 8 16 1,2 8 

14 - - - - 17 
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4  Conclusion 

The minimum travel cost solution solves effectively the TSP with an exact algorithm of polynomial 
complexity O(n), and it was successfully applied to the problem A-TSP17 and achieved the best 
known solution in four steps. This approach for the first time in solving the ATSP provides a deter-
ministic lower bound which is the sum of the incident or outgoing cost (whatever is greater) of the 
minimum travel array. In the same time, it enables the computation of the exact number of possible 
realizations of the least cost. Also, it starts the solution by applying the problem definition on the 
node level. This approach is related to the family of exact algorithms for TSP rather than heuristic 
algorithms which provide fast solution for large instances with high probability exceeding 95% 
from optimal solution (Applegate et al. 2006). 

At the conceptual level, this approach applies a graph and mathematical manipulation for the 
TSP general case rather than the computational approaches such as Brute-Force, dynamic program-
ming and their linear programming approximation. Traditionally, the TSP was regarded as a compu-
tational problem for the search of the least cost in the trivial solution of O(n!) (Jungnickel 2008). 
This algorithm projects the problem from the whole graph as applied by other algorithms (Woegin-
ger 2003) to the node level. Also, it computes the minimum travel cost for each node then considers 
connecting the minimum path of each node avoiding closed loops or node duplication which ex-
presses a new philosophical unprecedented understanding for this famous problem. 

This approach solves directly the general case of TSP (ATSP) while the Branch-and-Cut meth-
ods applied by Dantzig, Fulkerson and Johnson solve only the STSP with limited size (Applegate et 
al. 1998) and its implementation with problem-specific cut generation leads to the solution of STSP 
with large instances (Applegate et al. 2006). Compared to the dynamic programming algorithms, 
they are non-polynomial algorithms and they reduce the original TSP into simpler sub-problems to 
discover the required solutions. The lower bound search in dynamic programming algorithms, 
which depends on the size of the problem, is achieved in this algorithm directly in two steps what-
ever is the size of the problem. 

The minimum travel cost algorithm analyses the TSP in details, and is able to discover the pos-
sible realizations for the least cost tour which is not possible in other heuristic or exact algorithms 
(Gutin and Punnen 2007). 

The TSP problems of larger size can be addressed by the same approach. 
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Fig. 1. Map-matching problem 

This problem is tackled via many map-matching algorithms that convert the absolute position of 
moving object to its relative one, however these algorithms have limitations and usually work in 
offline mode. They are time-consuming, they need high processing power, and hinder the use of 
mobility data in real-time. 

3  Intelligent Landmark 

3.1  Basic Idea and Data Model 

The Bluetooth technology has proven a success in two-way short range communications, as it is 
efficient, cheap, and has a low consumption of energy. The urban transportation network has dense 
number of landmarks and points of interest, each point has its own position, name and identifier. 
Bluetooth devices are added to landmarks so that each landmark can broadcast its data to other 
devices and moving objects, and the relative position for moving objects can be resolved with 
higher accuracy. 

In Fig. 2 a Bluetooth device with a synchronized clock is attached to traffic signal and it broad-
casts its data to moving cars. The data in transmitted message from landmark will include (ID, 
Name, Type, X, Y, h, time, date) according to the data model described in Fig. 3. Mounting such 
device on landmarks will enable each moving object with Bluetooth to receive the transmitted data 
and store it in order to avoid the map-matching step, and to have the relative position of the object 
in real-time. 

3.2  How It Works 

The moving object has a Bluetooth device that receives the broadcasted message from intelligent 
landmark. The same message m can be received several times by the same moving object but with 
different time stamps such as (m, t1), (m, t2), and so on. The received message determines the posi-
tion of the moving object which moves along the road network covered by a network of Bluetooth 
devices. The direction of the movement can be determined from two or more messages received 
from two or more intelligent landmarks. 

 
Fig. 2. Intelligent landmark: traffic signal with Bluetooth 
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Fig. 3. Model of intelligent landmark message data 

The landmark locations have to be carefully planned in order to avoid overlapping ranges, thus 
ensuring that the moving object is able to receive messages only from a single landmark. 

Bluetooth is a mature technology in the communication industry. Figure 4 describes the installa-
tion of Bluetooth devices at each landmark to avoid the overlap between covered areas, so that the 
mobile object will be connected to a single intelligent landmark at one time. The connection type 
that will be used on the proposed solution is point-multipoint connection; it has the architecture of a 
master and slaves. It has a limitation of seven concurrent connected Bluetooth devices (Bluetooth 
core specification v2.0: http://bluetooth.com/English/Technology/Pages/Basics.aspx#1). Although 
the slave Bluetooth device is theoretically designed to be suitable for multitasking, which means 
managing more than one connection at one time, in practice it disconnects from the network and 
establishes point to point connection then reconnects again as slave when receiving a request from 
another device. At the power consumption level, the mobile device has to provide power source to 
the continuous Bluetooth connection. At the vehicle side, this can be solved by attaching the mobile 
device to the vehicle’s electric network. At the intelligent landmark level, it can have a solar battery 
to provide power to the master Bluetooth in daylight, and another power source for the night. An-
other important issue is the security at both sides, as when the Bluetooth is on, the intelligent land-
mark can be attacked and similarly the mobile device on the vehicle. 

The critical issue in the proposed solution is the time required for the discovery process of the 
mobile device for each intelligent landmark, connect to it, receive the transmitted message, and then 
close the connection and connect to the next intelligent landmark. Welsh et al. showed that the use 
of Bluetooth in mobile environment is limited to transfer a small amount of data and short discovery 
process time (http://koala.ece.rice.edu/pubs/Wel2002Mar5ImprovingC.pdf, October 2010). 

 
Fig. 4. The relative geometry of intelligent landmarks 



ELEICHE M 

Geomatikai Közlemények XIII/2, 2010 

26 

3.3  Modelling Trajectory as Network Path 

The proposed conceptual data model defines the trajectory of a moving object as a path of a graph 
that represents a road network, composed from a sequence of connected edges and nodes. This 
model considers the received tracked points as relative positions on the road network. If these points 
are in absolute coordinates, a map-matching algorithm will convert them to their relative position. 
In case the intelligent landmark system described in Fig. 2 is installed, the relative position is auto-
matically provided. Figure 5 represents the flow chart for the acquisition of the relative position. 
The proposed model is based on the acquisition of the relative position of each recorded point to the 
road network as stored in geo-database. The trajectory created from these points will be identical to 
the links that model the road network. Table 1. describes the received tracked points in their relative 
and absolute position at time stamp t. 

The current conceptual models that describe the moving objects consider the trajectory of mov-
ing object as separate layer in the geo-database that is totally independent from other objects and 
layers. Guting et al. (2000) considered the moving objects as geometries changing with time that 
need a temporal dimension in legacy relational database management system (RDBMS). Although 
this concept provides a powerful spatial query language that can perform spatial analysis with other 
features within the geo-database, it does not offer the required semantics of the trajectory and ne-
glects its topological relation with the road network. Also, it faces challenges in extracting the ob-
jects that used the same trajectory in a given period. However these trajectories are identical, they 
are stored differently in the geo-database due to the previously mentioned uncertainty between the 
geo-database and the absolute positioning tools. Guting et al. (2000) use map-matching algorithms 
to match identical trajectories. 

Wolfson et al. (1998) developed a model based on a linear function in time to predict the future 
location of moving object, and a query language called future temporal logic (FTL) to query the 
spatial relation between the trajectory and other spatial features (Giannotti and Pedreschi 2008). 
This concept is similar to the idea of Guting et al. (2000) with one difference that it uses time series 
and temporal modelling that divides the time into three categories: past, present and future. The 
semantics of the trajectory and its topology with road network were not considered in Wolfson et al. 
(1998), either. 

The conventional models of trajectories interpolate the received location points of moving ob-
ject to create the trajectory. The interpolation is an approximation for the path between two succes-
sive points of moving objects and it is a potential source of uncertainty. On the other hand, the pro-
posed model of trajectory, acquired from intelligent landmark as path of a graph, considers the re-
ceived points to be related to an edge on the road network. 

 
Fig. 5. The relative position for moving objects 





ELEICHE M 

Geomatikai Közlemények XIII/2, 2010 

28 

The proposed intelligent landmark system needs a reliable Bluetooth solution that guarantees its 
success. The main challenges of the intelligent landmark occur in the time of the discovery process 
of the mobile device and when the compacted message is transmitted to the mobile device. The 
power consumption of the intelligent landmark and mobile is an important issue, as if any device is 
not functioning, the system will not be useful. Also, the existence of the road network on the mobile 
device in digital format is required to display the location of the vehicle. 

The installation of the intelligent landmark systems is a single task, it has to be done only once. 
The modern mobile devices are already equipped with GPS and Bluetooth components, and digital 
maps for the road network. The determination of the precise location of moving object in real-time 
relative to the road network is a major current challenge to navigation systems, as it will provide the 
mobile user with its position on the road network and enable him/her to perform navigation queries 
from its current position to the destination of the trip and change the initial path according to the 
real-time situation. Also, it will facilitate the creation of trajectories as a path on a road network, 
enhances the future queries, and the past queries, such as similarity queries. The proposed system 
will enable the semantics of the trajectories in the geo-database. 
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1. ábra. Direkt és inverz feladat folyamatábrája 

2 táblázat. A GKUTM programban választható ellipszoidok listája 

Ellipszoidok 
 1 Airy 
 2 Australian National 
 3 Bessel 1841 
 4 Clarke 1866 
 5 Clarke 1880 
 6 Everest 
 Fischer 1960 (Mercury) 
 8 Fischer 1968 
 9 Geodetic Reference 
System 1967 
10 Geodetic Reference 
System 1980 
11 Helmert 1906 
12 Hough 
13 International 1924 
(Hayford) 
14 Krassovsky 
15 Modified Airy 
16 Modified Everest 
17 Modified Fischer 1960 
(South Asia) 
18 South American 1969 
19 Word Geodetic System 
1960 
20 Word Geodetic System 
1966 
21 Word Geodetic System 
1972 
22 Word Geodetic System 
1984 

 

Geomatikai Közlemények XIII/2, 2010 









GAUSS–KRÜGER- ÉS UTM-KOORDINÁTÁK SZÁMÍTÁSA ELLIPTIKUS INTEGRÁLLAL 47 

   pps 20     
 
   display =: (1!:2) & 2 
   vet=: 3 : 0 
display'                                     Vetületi rendszer' 
display' ' 
display'                                1 Gauss-Krüger (GK)' 
display'                                2 Universal Transverse Mercator (UTM)' 
display' ' 
display 'Írja be a vetületi rendszer sorszámát:' 
v=: (1!:1) 1 
display 'Írja be az X0 eltolás értékét:'  
x0=: (1!:1) 1 
display 'Írja be az Y0 eltolás értékét:'  
y0=: (1!:1) 1 
display 'Írja be a középmeridián értékét:'  
km=: (1!:1) 1 
X0=:".x0[Y0=:".y0[lk=:".km[V=:".v 
'' 
if. V=1 do. m0=:1[c3=:'Gauss-Krüger' 
elseif. V=2 do. m0=:0.9996[c3=:'Universal Transverse Mercator' 
end. 
if.0=6|3+lk do.Z=:30+6%~3+lk else.Z=:'Nem számítható' end. 
) 
display =: (1!:2) & 2 
   ell=: 3 : 0 
display'                                     Ellipszoidok' 
display' ' 
display'                                1 Airy' 
display'                                2 Australian National' 
display'                                3 Bessel 1841' 
display'                                4 Clarke 1866' 
display'                                5 Clarke 1880' 
display'                                6 Everest' 
display'                                7 Fischer 1960 (Mercury)' 
display'                                8 Fischer 1968' 
display'                                9 Geodetic Reference System 1967' 
display'                               10 Geodetic Reference System 1980' 
display'                               11 Helmert 1906' 
display'                               12 Hough' 
display'                               13 International 1924 (Hayford)' 
display'                               14 Krassovsky' 
display'                               15 Modified Airy' 
display'                               16 Modified Everest' 
display'                               17 Modified Fischer 1960 (South Asia)' 
display'                               18 South American 1969' 
display'                               19 Word Geodetic System 1960' 
display'                               20 Word Geodetic System 1966' 
display'                               21 Word Geodetic System 1972' 
display'                               22 Word Geodetic System 1984' 
display' ' 
display 'Írja be az ellipszoid sorszámát:' 
e=: (1!:1) 1 
E=:".e 
'' 
if. E=1 do. a=:6377563.396[b=:6356256.909237285[c=:'Airy' 
elseif. E=2 do. a=:6378160[b=:6356774.719195306[c=:'Australian National' 
elseif. E=3 do. a=:6377397.155[b=:6356078.96281818[c=:'Bessel 1841'   
elseif. E=4 do. a=:6378206.4[b=:6356583.799998981[c=:'Clarke 1866' 
elseif. E=5 do. a=:6378249.145[b=:6356514.86954977[c=:'Clarke 1880' 
elseif. E=6 do. a=:6377276.34518[b=:6356075.413319642[c=:'Everest' 
elseif. E=7 do. a=:6377276.34518[b=:6356119.107501[c=:'Fischer 1960 (Mercury)' 
elseif. E=8 do. a=:6378150[b=:6356768.337244[c=:'Fischer 1968' 
elseif. E=9 do. a=:6378160[b=:6356774.516091[c=:'Geodetic Reference System 1967' 
elseif. E=10 do. a=:6378137[b=:6356752.314140[c=:'Geodetic Reference System 1980' 
elseif. E=11 do. a=:6378200[b=:6356818.169628[c=:'Helmert 1906' 
elseif. E=12 do. a=:6378270[b=:6356749.343434[c=:'Hough' 
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A DIGITÁLIS FOTOGRAMMETRIA GYAKORLATI 
ALKALMAZÁSA AZ ÉPÍTÉSZETBEN 

Szerdahelyi András�


 The practical application of digital photogrammetry in architecture – The accurate 
measurement and documentation of historical monuments is one of the primary assignments of 
architecture and institutions dealing with protection of monuments. Working with PhotoModeler we 
can create centimetre accurate photo-textured and measurable 3D model. 

Keywords: protection of monuments, photo-textured 3D model 
 
A PhotoModeler modellalkotó szoftver – mint a digitális fotogrammetria eszköze – gyakorlati pél-
dákon történ�� bemutatása, értékelése, alkalmazási lehet��ségei az építészet terén. A m�&emlék jelleg�& 
épületek megfelel�� pontosságú felmérése és dokumentálása az építészet, illetve a m�&emlékvédelem 
egyik alapvet�� feladata. 

Kulcsszavak: m�&emlékvédelem, fotó-realisztikus 3D modell 

1  Bevezetés 

A m�&emlék jelleg�& épületek megfelel�� pontosságú felmérése és dokumentálása az építészet, illetve 
a m�&emlékvédelem egyik alapvet�� feladata. A végeredményként szolgáló alaprajzok, metszetek, 
valamint homlokzati rajzok tájékoztatást adnak a vizsgált épület kiterjedésér��l, formájáról, a részle-
tek arányairól, a felületek elhelyezkedésér��l. 
A felmérések fontosak lehetnek a jöv��ben: 

�x a m�&vészettörténészeknek az építészeti módszerek tanulmányozásához és a formák, a rész-
letek, valamint a homlokzatok id��rendi és stílusfejl��dési tanulmányozásához; 

�x az építészeknek a m�&emlék védelmét célzó építészeti tanulmányok készítéséhez, az esetle-
ges épületmozgások meghatározásához; 

�x archiválási célból, amely lehet��vé teszi az eredeti állapot visszaállítását esetleges termé-
szeti katasztrófa okozta részleges vagy teljes rongálódás esetén (Kis Papp 1981). 

A fent említett célok elérését különféle módszerek segítik. A feladat elvégezhet��: 

�x geodéziai felmérés útján (térbeli el��metszés, prizma nélküli ú.n. „DR” mérés); 
�x fotogrammetriai felméréssel, amely lehet 

o klasszikus földi fotogrammetria, 
o digitális fotogrammetria vagy 
o lézerszkennelés. 

Mindegyik felhasználható technológiának természetesen megvannak a maga el��nyei, hátrányai 
(1. táblázat). 

Az analitikus (klasszikus) fotogrammetriát egyre inkább felváltja az olcsóbb digitális fotogram-
metria, melynek nagy el��nye, hogy nem szükséges hozzá speciális fényképez��kamera, kiértékel�� 
szoftver. A végeredményként kapott fotó-realisztikus 3D-s modell középkategóriás fényképez��gé-
pekkel, PC alatt futó alkalmazásokkal is elérhet��. Kell�� tervezés után nincs szükség pótmérésre, az 
irodában a mérést követ��en bármikor elkészíthet�� a cm pontos modell (Szerdahelyi 2008). 

*BME, Általános- és Fels��geodézia Tanszék, 1111 Budapest, M�&egyetem rkp. 3. 
E-mail: a.szerdahelyi@freemail.hu 
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1. táblázat: Felmérési módszerek el��nyei, hátrányai 

 geodézia klasszikus fotogrammetria lézerszkennelés 

kitakarások miatt több álláspont 
�: több id �� 

objektum megvilágítása szüksé-
ges, több álláspont kitakarások miatt több álláspont 

pontvázlat készítése speciális m�&szer, szoftver igény speciális m�&szer, szoftver igény 
az utófeldolgozás jelent��s  

(struktúra kialakítása) 
illeszt��pontokat kell mérni az utófeldolgozás hosszadalmas 

kimaradt részletek csak pótmé-
réssel pótolhatók 

 szakembert igényel 

há
tr

án
y 

  nagy költségvonzat 

optika nagyítása nagy  
/lézerfénnyel való mérés gyors terepi „mérés” gyors terepi mérés 

m�&szerhibák számíthatók nem kell pótmérés nem kell pótmérés 

el
��n

y 

akár mm-es pontosság  
fotó-realisztikus hatás a 3D-s 

modellben 

2  A modellezés tárgya  

Budapest XIV. kerületében található Ajtósi Dürer sor – Hermina út – Ida utca határolta önkormány-
zati épületegyüttes homlokzatállaga az utóbbi évek során sokat romlott. Az épülettömbben kapott 
helyet: 

�x a Teleki Blanka Gimnázium (1. ábra), 
�x a Városligeti Magyar - Angol Két Tanítási Nyelv�& Általános Iskola, 
�x valamint a Herminka Óvoda. 

Funkcióját tekintve elengedhetetlen az építményt nemcsak statikailag biztosítani, hanem esztétikai-
lag is rendben tartani.  

2009 februárjában kaptuk a felkérést, hogy végezzük el az épület homlokzatfelmérését, egy ön-
kormányzati felújítás el��készítése kapcsán. Feladatunk a homlokzatrészek függ��legességének vizs-
gálata volt a legfels�� szint párkánymagasságában található téglasorához képest (2. ábra). 
Az épület fels�� része egy oromfal, amely nem csatlakozik a tet��höz, ezért az es��zések hatására 
többségben befelé (tet�� irányába), esetenként kifelé (utca/udvar irányába) d��l. 

Cél, hogy geodéziai, illetve – a fotó-realisztikus hatás elérése érdekében - fotogrammetriai úton 
is kimutathatóak legyenek ezek a cm éles d��lés értékek. 

 
1. ábra. Ajtósi Dürer sor – Gimnázium 
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2.1  A felhasznált szoftver bemutatása 

A feldolgozáshoz a kanadai Eos System Inc. által kifejlesztett PhotoModeler Pro 6.0 verziójú mo-
dellalkotó szoftvert használtam (www.eossystems.com). A cég egy olyan módszert dolgozott ki, 
amely a fotogrammetria területén számítógépes látvány létrehozására alkalmazható a digitális kép-
feldolgozás során, és mindezt Windows platform alatt. A program segítségével a létez�� tárgyakról 
készült fényképek felhasználásával 3 dimenziós modellek készíthet��k. Az ily módon létrejött mo-
dellek általában olcsóbban és gyorsabban készíthet��k el, mint kézzel rajzolt társaik. 

2.2  A kamera kalibrációja 

A felhasznált fényképez��gép kalibrálását szintén el lehet végezni a PhotoModeler szoftverrel. A 
kamera kalibrálási jegyz��könyve a bels�� tájékozás alábbi információit tartalmazza (Kraus 1998): 

�x kameraállandó, 
�x YP, XP: képf��pont koordinátái, 
�x K1, K2, K3, P1, P2: elrajzolási paraméterek, 
�x FW, Fh: képformátum. 

Egy rács (3. ábra), azaz egy ismert geodéziai koordinátájú pontokból álló tesztmez�� különböz�� 
szögb��l történ�� lefényképezése után, a kalibrálás segítségével automatikusan mérhet��k a pontok 
pixelkoordinátái. Ezek alapján sugárnyaláb-kiegyenlítéssel a program kiszámítja a kamera kalibrá-
ciós adatait. 

2.3  A digitális képek készítése 

A módszer alapelve a fotogrammetrián alapul, vagyis legalább 2 fénykép kell egy pont térbeli azo-
nosításához. 

Egy pont el��metszésénél – a klasszikus geodéziában is tanult szabály –, hogy a 2 álláspont és a 
meghatározandó pont által alkotott háromszög ismeretlen pontjánál lev�� szög minél jobban közelít-
se meg a 90 fokot, ekkor legmegbízhatóbb a metszés és legkisebb a hibalehet��ség (4. ábra). 

A gyakorlatban azonban célszer�&, ha legalább 3 fényképen látszódnak a modellen is megjelení-
tend�� pontok. Hiszen, mint ahogy az 5. ábrán is látható, az „A” és a „B” pont is a 2. fényképez��-
állás nélkül csupán egyik képen látszódna. 

Ezért szükséges az ilyen takart helyzeteknél egy harmadik, szemb��l történ�� fénykép készítése is. 
Ilyen esetben természetesen nem érhet�� el az ideális (90°) metszés, de a program már 20°-os törés-
szög esetén is képes a képek kiértékelésére. 

Minden homlokzatrészr��l több szögb��l több felvétel készült. A modellezend�� objektum kiterjedt 
mérete okán (küls�� homlokzat: 58m x 140m) a fényképfelvételek száma háromszáz feletti (6. ábra). 

 
2. ábra. Fels�� homlokzatrész 

 

3. ábra. Kalibrációs rács 

Geomatikai Közlemények XIII/2, 2010 



SZERDAHELYI A 110 

 
4. ábra. Az ideális metszési szög 

 
5. ábra. Fényképezés 3 állásból 

2.4  Geodéziai felmérés 

A geodéziai felmérés célja, hogy úgynevezett illeszt��pontokat szolgáltasson a fotogrammetriai fel-
dolgozás számára, ezáltal kerül a modell egy egységes koordinátarendszerbe. A módszer során egy 
olyan mér��állomást alkalmaztunk (Leica TPS 803), amely direkt-reflexesen (fényvisszaver�� prizma 
nélkül) képes szög-, illetve távolság-meghatározást végezni az épülethomlokzat megirányzott jel-
lemz�� pontjaira (7. ábra). Ezzel egy el��re definiált koordináta-rendszerben (helyi rendszer) megha-
tározhatóak a mért pontok 3-dimenziós koordinátái, melyb��l illeszt��pontokat kiválasztva következ-
hetett a fotogrammetriai feldolgozás. 

 
6. ábra. A felvételkészítés helyei 

 
7. ábra. Prizma nélküli „DR” mérés 
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2.5  A 3D-s modell el��állítása 

A kameránk kalibrálása (bels�� tájékozási elemeinek meghatározása) után a fényképek „összeillesz-
tése”, tájékozása következik, legalább hat, mindkét fényképen látható azonos pont megjelölésével. 
A sugárnyaláb-kiegyenlítés végeredményeként kapjuk a képek küls�� tájékozási adatait (XC, YC, ZC, 
�&, �3, �d), valamint az illeszt��pontok felhasználásával a tárgypontok kiegyenlített, 3 dimenziós koor-
dinátáit. A tárgypontok összekötésével létrehozható a 3D-s modell ponthalmazából a vázszerkezet 
(8. ábra), s az azokon fekv�� fénykép-textúra (9. ábra). 

Végeredményként egy ~cm pontos térmodellt kaptunk, melyen már elvégezhet�� a célként kit�&-
zött függ��leges értelm�& d��lésvizsgálat. 

3  Kiértékelés 

A fotogrammetria el��nye a vázszerkezet elkészültén kívül maga az ortofotó (az épület homlokzatá-
ról készült perspektív leképezés�& felvételek homlokzatra vetített képe), amely esztétikai értékén túl 
különösen m�&emléképületek homlokzatának dokumentálásában lehet hasznos (10. ábra). Az orom-
zatok, rizalitok d��lésének értéke – a legfels�� szint párkánymagasságában található téglasorához 
képest – cm egységben lett kimutatva. Bár a fotogrammetriai kiértékelés szolgáltathatna cm alatti 
középhibát is, a sz�&k utca okán fellép�� meredek felvételi irány, valamint a geodéziai bemérés során 
a homlokzati felület egyenetlensége okán ± 2-3 cm-es pontossággal értékelhetjük a modellt. A füg-
g��legest��l való eltérések értelmezésénél „+” el��jel jelenti, ha a vizsgált felület a viszonyítási síknál 
távolabb van az utcától (befelé d��l), „-” el ��jel, ha közelebb van az utcához (kifelé d��l). Ezen adatok 
stabil alapot szolgáltatnak az építész számára az épület aktuális állapotával kapcsolatban.  

 

8. ábra. A vázszerkezet 

 
9. ábra. Fotó-realisztikus térmodell 
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10. ábra. Kiértékelt ortofotó –  

Ajtósi Dürer sor oromzatok, rizalitok d��lésének értékei (cm) 

4  Alkalmazási lehet��ségek 

A szoftver különböz�� exportálási lehet��séget nyújt, átalakíthatjuk munkánkat a CAD rendszerbeli 
*.dxf formába, lehet��ségünk van az internetes megjelenítést célzó WRLM, a Google Earth által 
használt (*.kmz) fájlformátumba menteni, de több más exportálási lehet��séget is kapunk (pl. *.avi, 
*.3ds), mely mind azt a célt szolgálja, hogy minél szélesebb körben váljon használhatóvá a kész 
modell. 

5  Összefoglalás 

Munkámban egy m�&emlék jelleg�& épület fotó-realisztikus modelljének el��állítását mutattam be. A 
modell építészeti célú elemzése, a segítségével történ�� kiértékelés nagyban hozzájárul az állagmeg-
óvás, homlokzat-felújítás el��segítéséhez. 

Látható, hogy a digitális fotogrammetria alkalmazásával gazdaságosan állítható el�� az építészet 
számára megfelel�� pontosságú térmodell, mely segítségével elvégezhet��k a kívánt beavatkozáshoz 
szükséges mérések, elemzések. 

Köszönetnyilvánítás. Köszönettel tartozom a Geodist Kft. munkatársainak a geodéziai illeszt��-
pontok szolgáltatásáért. 
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A MÁTYÁSHEGYI GRAVITÁCI ÓS ÉS GEODINAMIKAI 
OBSZERVATÓRIUM ÁT FOGÓ GRAVITÁCIÓS 

MODELLEZÉSE 

Tóth Gyula*,** , Éget�� Csaba�
�
 

 Complex gravity field modelling in the Mátyáshegy Gravity and Geodynamic Observa-
tory – What is the effect of cavities and rock masses above the Gravity and Geodynamic Observa-
tory of ELGI on the observations? To answer this question a complex model was constructed con-
taining all the rock masses and cavities as well as fixed mass elements inside the observatory cham-
bers. Gravitational potential, gravity vector and gravity gradient tensor elements of the complex 
mass model were all calculated using Holstein’s formulas. An additional error analysis quantified 
the effect of model point uncertainties on all of the calculated gravity field parameters (potential 
and its first and second derivatives). This enables us to estimate and consider instrumental correc-
tions of measurements made at any point of the model. These estimates have been checked by old 
gravimetric and both old and new torsion balance measurements at points of the observatory’s 
network. 

Keywords: gravitation, cavity effect, gravity potential, gravity gradient, error analysis 
 
Az ELGI Gravitációs és Geodinamikai Obszervatórium üregeinek és az azok felett elhelyezked�� 
hegynek milyen hatása van az ott folyó észlelésekre? Ennek a kérdésnek a vizsgálatához egy olyan 
komplex modellt építettünk fel, amelyben külön figyelembe vettük a hegy küls�� részét, az obszervató-
rium üregeit, az üregekben található fix beépített elemeket. Holstein összefüggései alapján számítot-
tuk e komplex modell tömegvonzási potenciálban, térer��sségben, valamint Eötvös-tenzor elemeiben 
észlelhet�� hatását. A modellszámításhoz kapcsolódóan hibavizsgálatot is végeztünk, a modellpontok 
koordinátahibáinak hatását megvizsgáltuk a modellb��l számított nehézségi er��tér paramétereire 
(potenciál els��- és magasabbrend�& deriváltjaira). Így a modell bármely pontjában történ�� m�&szeres 
észlelés helyére lehet��ségünk van a méréseinkhez tartozó korrekció kiszámítására, és figyelembe 
vételére. A modellre számított eredményeket archív graviméteres, illetve archív és új Eötvös-inga 
mérések segítségével ellen��riztük az obszervatórium mikrobázisának pontjain. 

Kulcsszavak: tömegvonzás, üreghatás, potenciál, nehézségi térer��sség, gradiens, hibavizsgálat 

1  Bevezetés 

Budapest harmadik kerületében, a Szépvölgyi út mellett található a Mátyáshegyi-barlang. A barlang 
fels��bb járatait az 1930-as években fedezték fel els��ként a Budapesti Egyetemi Turista Egyesület 
(BETE) tagjai. Ennek a mintegy 750 m hosszúságú szakasznak a nagy részét (370 m) a II. világhá-
borúban légoltalmi óvóhelynek rendezték be, és így a természetes barlangot nagymértékben átalakí-
tották (1. ábra). A hatvanas évek végén ezen átalakított tereket a Természetvédelmi Hivatal átadta 
geofizikai kutatások céljára az ELGI (Eötvös Lóránd Geofizikai Intézet) Földfizikai F��osztályának, 
így kapta a „Mátyáshegyi Geodinamikai Állomás” (továbbiakban: obszervatórium) nevet. Az ob-
szervatórium tevékenységének célja a különböz�� geodinamikai folyamatok monitorozása, a földi 
árapály-változások, tektonikai és környezeti deformációk figyelemmel kísérése. Az obszervatórium 
tartalmazza többek között a magyarországi gravitációs f��alappontot is, amely része az ELGI által 
m�&ködtetett Országos Gravimetriai Alapponthálózatnak, illetve az Országos Graviméter-kalibráló 
Alapvonalnak (ELGI honlap, Mentes et al., 2006). 1976-ban Csapó Géza egy 14 pontból álló gra-
vimetriai mikrobázist telepített, ahol számos graviméterrel végeztek részben külföldi (japán, német, 
osztrák, szlovák), részben magyar hallgatók – diplomatervek keretében – kalibráló méréseket. 1970-
t��l 1989-90-ig rendszeres árapály regisztrálás folyt, el��bb Heiland, majd LCR graviméterekkel. 
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1. ábra. Az obszervatórium helyszínrajza és a mikrobázis pontjai 

1994-ben pedig ezen (árapály-regisztráló) graviméterekhez tervezett automatikus laboratóriumi 
kalibráló berendezést telepítettek, ahol német, amerikai és osztrák gravimétereket kalibráltak. 

Az állomáson gravimetriai (kalibráló, abszolút és relatív) mérések mellett együttm�&ködésben az 
ELGI és a soproni MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatóintézete, árapály- és nem árapály (pl. tekto-
nikai, környezeti) eredet�& deformációk extenzométeres regisztrálását végzi. 2006-ban az ELGI-ben 
felújított E-54 típusú Eötvös-ingával, valamint a BME – szintén felújított – Auterbal-ingájával je-
lenleg is folynak kísérleti mérések a mikrobázis pontjain. 

Az obszervatórium bejáratának és környékének els�� geodéziai felmérése megbízás formájában 
Dr. Varga József nevéhez f�&z��dik. E munka végterméke egy 1:500-as méretarányban készült síkraj-
zot és domborzatrajzot tartalmazó térkép. Kés��bb a hegy els�� gravitációs modellezését Ultmann 
Zita TDK- és diplomamunka keretében végezte el. (Ultmann 2009). A Mátyáshegyi Geodinamikai 
Állomáson m�&köd�� extenzométerek telepítése után Dr. Kis Márta és Detzky Gergely végzett el 
végeselemes modellezés segítségével üreghatás- valamint árapályterhelés karakterisztika vizsgálatot 
(Kis és Detzky 2009). (Az ehhez felhasznált geometriai adatok az obszervatórium alaprajzából, 
valamint Ultmann Zita TDK dolgozatában (Ultmann 2007) szerepl�� Mátyáshegy-felületet leíró 
adatrendszeréb��l származtak.) 

2  Tömegmodell készítése 

A tömegmodell készítéséhez kiinduló adatként megkaptuk Ultmann Zitától a 2007-ben készített 
TDK dolgozatában felmért Mátyáshegy felszíni pontjainak koordinátáit (kb. 300 pont, Ultmann 
2007). Ezen felszíni pontok egy részét fotogrammetriai módszerrel, illeszt��pontok segítségével, 
másik részét Dr. Varga József felméréséb��l származó térkép alapján, interpolált magasságokkal, 
megint más részét topográfiai térképr��l digitalizált szintvonalak segítségével határozta meg a szer-
z��. 

Kiegészítve ezeket a méréseket, els�� lépésben az obszervatórium járatait mértük fel (kés��bbiek-
ben: bels�� felmérés). A mérés hagyományos geodéziai módszerrel történt relatív, helyi koordináta-
rendszerben, szög- és távolságméréssel. Az alapponts�&rítés szabadálláspont-létesítéssel és további 
poláris-pont méréssel valósult meg. Az alkalmazott m�&szer egy Leica 1201-es elektronikus mér��ál-
lomás volt, amelynek szögmérési pontossága: ±1�Ž, távmérési pontossága egy prizmára 
(alapponts�&rítésnél): ±1 mm + 1,5 ppm, prizma nélkül (részletpont mérésnél) pedig ±2 mm + 2 ppm 
(milliomodrész). A felmérés során a részletpontokat a jellemz�� helyeken, keresztszelvényszer�&en 
vettük fel (2. ábra) ezzel is segítve a kés��bbi adatfeldolgozás, szerkesztés fázisát. Az obszervatóri-
um járataiban összesen 1260 részletpontot mértünk. A felméréshez kb. 35 alappontot használtunk. 
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2. ábra. Keresztszelvény-szer�&en felvett részletpontok 

Második lépésben elhelyeztük a már felmért járatokat GPS-technika és giroteodolit segítségével az 
EOV koordinátarendszerben. Az elhelyezés során hasonlósági transzformációt alkalmaztunk. Háló-
zati RTK technológiával meghatároztunk 3-4 kiválasztott alappontot, amely pontok egyben elemei 
Ultmann Zita munkájának, valamint elemei a bels�� felmérésnél felvett pontoknak is. Ezek közül 
kiválasztottunk egy pontot (excenter) a transzformációnál az eltolás meghatározásához. A bels�� 
felmérés helyes irányba forgatásához pedig egy giroteodolittal meghatározott irány azimutja segí-
tett. Két ponton (excenter és a f��alappont) végeztünk giroteodolitos észlelést. A f��alapponton mért 
irány, annak rövidsége miatt csak a beforgatás ellen��rzését szolgálta.  

A hegy felszíni pontjaira nézve is elvégeztünk egy hasonlósági transzformációt az egységes ösz-
szeillesztés érdekében. Ehhez a transzformációhoz szükséges együtthatókat a korábban már említett 
3-4 alappont segítségével határoztuk meg. 

A harmadik lépésben további küls�� kiegészít�� mérést végeztünk a geodinamikai állomás bejára-
tához közvetlen közeli és távolabbi részen hálózati RTK segítségével. A mért pontok száma kb. 350 
(3. ábra). Ezzel el��állt egy egységes koordinátarendszerben (hálózati RTK szolgáltatta EOV) a 
felmért, a megkapott és kiegészített pontok együttese. Ezek után a részletpontok helyes struktúra 
szerinti összekötése, értelmezése következett. 

A pontok összekötését és a felületek létrehozását 3D modellez�� szoftverekkel végeztük 
(AutoCad és Blender, a hegyfelszín pontjait Delaunay háromszögeléssel, míg az üregeket manuáli-
san). A folyamat célja egy zárt, „vízhatlan” modell alkotása volt. Ezen folyamat során szükség volt 
a modell tisztítására, ellen��rzésére. A duplikált pontok, élek, nem záródó felületek kisz�&résére a 
MeshLab programot alkalmaztuk. 

A modell „vízhatlanságának”, a lapok normálvektorai helyes irányításának ellen��rzésére – 
egyedülálló módon – a Laplace-összefüggést használtuk (Biró 1985) 

 0� ���� zzyyxx VVV , (1) 

ahol V  a tömegvonzási potenciál és 
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Az (1) összefüggés alkalmazásakor a teljes üregmodellb��l számítottuk ki a Laplace-kifejezés értékét 
a modell közelében fekv��, de azon kívül lev�� sík pontjaiban. Egy erre vonatkozó példát szemléltet a 
4. ábra, ahol a modellt borító lapok közül az egyik irányítottsága a többit��l eltér�� volt, és így a Lap-
lace-összefüggés kiszámításával megtalálhattuk azt a helyet, ahol ez a lap elhelyezkedett, mivel 
annak közelében a teljes üregmodellel kiszámított Laplace-összefüggés a zérustól jelent��sen eltér�� 
értéket adott. 
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3. ábra. Küls�� kiegészít�� mérés az obszervatórium 
bejáratánál 

4. ábra. Laplace-összefüggés alkalmazása a modell 
ellen��rzésére 

Alkalmaztunk egy referenciamodellt is a nem kívánt peremhatás elkerülése végett. A referenciamo-
dell s�&r�&sége megegyezett a tömegmodell s�&r�&ségével, és csupán a tömegmodell peremének pontja-
it és éleit tartalmazta. Fels�� és alsó részét további pontok hozzáadása nélkül, a perem fels�� és alsó 
pontjait külön-külön összeköt�� háromszöghálózattal zártuk le. A referenciamodell tehát egy nagyjá-
ból állandó vastagságú lemez volt, amely a célunknak megfelel��en pontosan követte az elkészített 
tömegmodell esetlegesen kialakított peremének geometriai sajátosságait, mivel a két modell pereme 
tökéletesen azonos volt. A két modell tömegközéppontja viszont nem esett egybe, de az ebb��l szár-
mazó, térben lassan változó, szabályos eltérések tapasztalataink szerint jóval kevésbé torzítják az 
eredményeket, mint a gyorsan változó, igen szabálytalan peremhatás. Egy kiegészít�� bels�� modellt 
is készítettünk, ami tartalmazta a bels�� pilléreket, épített falakat stb. Ezekkel együtt a teljes modell 4 
részb��l állt (5. ábra): 

1. referenciamodell (110 pont és 216 él alkotta) 
2. hegymodell (715 pont és 1424 él)  
3. bels�� üreg modell (1224 pont és 2430 él) 
4. bels�� kiegészítések modell (284 pont és 444 él)  

Így összességében az elkészített és számításba vett modellt 2333 pont és 4514 él alkotta. 

 
5. ábra. Teljes modell részlete: üreg + k��fejt�� 
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3  A tömegvonzási er��tér 

A valódi nehézségi er��tér W potenciálja a V gravitációs- vagy tömegvonzási-, a VF forgási- vagy 
centrifugális-, valamint a VA árapálykelt�� er��k potenciáljából tehet�� össze. A három tag közül azon-
ban csak a gravitációs összetev�� kiszámítása okoz problémát, ezért a továbbiakban csak ezzel fog-
lalkozunk. 

Egy tetsz��leges alakú és s�&r�&ségeloszlású tömeg esetében a tömegvonzási potenciál (Biró, 1985) 
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alakjából kiindulva (k a Newton-féle tömegvonzási állandó, �!(x’, y’, z’) a tömeg s�&r�&ségfüggvénye, 
P(x, y, z) a számítási pont és P’(x’, y’, z’) a tömegelem helyzete) a megfelel�� koordináták szerinti 
differenciálással az Eötvös-tenzor elemei elvileg egyszer�&en el��állíthatók. A valódi nehézségi er��tér 
W potenciáljának második deriváltjai egyetlen szimmetrikus tenzorba foglalhatók, amelyet Eötvös-
féle tenzornak nevezünk: 
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Az Eötvös-féle tenzorban szerepl�� mennyiségek SI mértékegysége 1 ms-2/m=1s-2. Ennek 10-9-
szeresét is használják, és ezt Eötvös Loránd tiszteletére 1 Eötvösnek nevezik (1 E=10-9s-2). 

Valamely szintfelület tetsz��legesen kiválasztott környezetében minden irányban változik, vagy 
változhat a nehézségi gyorsulás. A helyi vízszintes síkban található olyan irány, amely mentén a 
legnagyobb a változás. Ha ezen vízszintes s irány mentén képezzük a nehézségi gyorsulás differen-
ciálhányadosát, akkor a vízszintes, vagy szintfelületi gradienst kapjuk. Ez vektormennyiség; iránya a 
legnagyobb változás vízszintes iránya. A szintfelületi gradiens a potenciállal kifejezve (ha z a füg-
g��leges irány): 

 zsE
sz

W

s

g
� 

�w�w

�w
� 

�w

�w 2

, (5) 

ennek derékszög�& összetev��i: 
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A geodéziai rendszerben szokás szerint +x az északi, +y a keleti irány. 
Ha a nehézségi gyorsulást a z függ��leges irány szerint differenciáljuk, a nehézségi gyorsulás 

függ��leges (vertikális) gradiensét kapjuk: 
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. (7) 

A vertikális gradiens a nehézségi gyorsulásnak a függ��leges irányban mérhet�� távolságegységre es�� 
megváltozását adja. 

A nehézségi er�� szintfelületei alakjának a gömbi szimmetriától tapasztalható eltérését az ún. 
görbületi eltéréssel lehet jellemezni. A szintfelület görbületi eltérése – vagy Eötvös elnevezésével a 
horizontális irányítóképesség – nem más, mint a szintfelület valamely pontjában a legnagyobb és a 
legkisebb görbület különbségének és az illet�� pontban a nehézségi gyorsulásnak a szorzata, amely 
az Eötvös-inga mérésekkel kifejezve (Völgyesi 2002, Völgyesi és Ultmann 2007): 

 xyEER 4��� �' , (8) 
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ahol xxyy EEE ��� �' . (9) 

A modellezés során a vizsgálataink középpontjában a 
gravitációs- vagy tömegvonzási er��tér potenciálja, 
annak térer��ssége valamint gradiense állt. 
 

4  A tömegvonzási potenciál és gradienseinek számítá-
sa (V, gradV, E) 

Egy tetsz��leges homogén s�&r�&ségeloszlású poliéder 
(síklapokkal határolt test) gravitációs hatásának számítá-
sára a Holstein (2003) által kidolgozott összefüggéseket 
használhatjuk. Az összefüggések egy (i-edik lapon a j-
edik) élhez kapcsolt ortonormális ( hij , tij  , ni ) vektor-
hármasra épülnek (6. ábra). Az ni vektor az i-edik lap 
kifelé mutató normális egységvektora. A tij  vektor az i-
edik lapon a j-edik él ni normálvektor irányából nézve 
óramutató járásával ellenkez�� irányba mutató egységvek-
tora. A hij vektor pedig a hij = tij   × ni vektorszorzatból 
adódik, és jobbsodrású rendszerré egészíti ki a vektor-
hármast. A számítási összefüggésekben alapvet�� szerepe 
van még a bij vektornak, amely a hij és ni vektorok síkjá-
ba esik, tehát azok lineáris kombinációja az alábbiak szerint: 
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Az összefüggésben a sign( ) az el��jel függvény, ri a P számítási pontból a poliéder i-edik lapjának 
tetsz��leges pontjába mutató vektor, továbbá ni · ri  a két vektor skaláris szorzatát jelöli. A 
dimenziótlan �� ij  és ��ij  számokat pedig az alábbi képletek definiálják: 
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Végezetül, a fenti összefüggésekben r1ij  és  r2ij  a P pontnak a j-edik él két végpontjától mért távolsá-
ga, illetve sij a j-edik él hossza.  
A P pontban a test V gravitációs potenciálja, a gravitációs er�� g vektora illetve az E Eötvös tenzor 
(gravitációs gradiens tenzor) a test összes lapjára és az adott lap összes élére vett alábbi összegekkel 
állítható el�� (a �… jel a vektorok ún. küls��, diadikus szorzatát jelenti és ez egy tenzort eredményez; k 
a Newton-féle tömegvonzási állandót, valamint �! a konstans s�&r�&séget jelöli): 
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A fenti képleteket az alábbi FORTRAN 90 nyelven programozott számítási eljárással értékeljük ki, 
amely a PolyGrav program része, és elérhet�� a (http://www.geod.bme.hu/gtoth/PolyGrav.html, 
2011-04-11) oldalon. 

subroutine GrEl(Corner, Face, rho, Points, dV, dG, dE) 

 

6. ábra. Poliéder tömeghatás számítása 
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Az eljárás (szubrutin) paraméterei a következ��k: 
1. Corner  – a test csúcspontjainak koordinátái 
2. Face  – az egyes lapok sarokpontjainak indexei a Corner  tömbben  
3. rho – a test s�&r�&sége (kg/m3) 
4. Points – a számítási pont(ok) koordinátái 
5. dV, dG, dE – a számított eredmények az adott pontokban (1, 3 ill. 6 elem) 

Mivel az Eötvös-tenzor szimmetrikus, ezért van csak 6 független eleme: Exx, Eyy, Ezz, Exy, Exz, Eyz. A 
szubrutin az eredményeket J/kg, ��Gal illetve E (Eötvös) mértékegységekben adja meg. 
A teljes modell tömeghatásának számítása egy pontra a 2. fejezetben az 1-4. pont szerint megadott 
modellek alapján, a következ��képp történt: 
teljes hatás = küls�� hegy modell hatása – referencia modell hatása – bels�� üreg modell hatása + 

bels�� kiegészítések modell hatása 

5  A tömeghatás számításának eredményei 

Az elkészült modellen többek között a következ�� vizsgálatokat végeztük: 
1. Modellszámítás során alkalmazott s�&r�&ség vizsgálata. 
2. Összehasonlító vizsgálatok graviméteres és Eötvös-inga mérésekkel. 
3. Pontossági vizsgálatok. 

5.1  K��zets�&r �&ség vizsgálat 

Számításaink kezdetén tudomásunk volt arról, hogy a Mátyás-hegy alapvet��en üledékes k��zetb��l, 
mészk��b��l áll. A szakirodalomban a mészk��re egy 2710 kg/m3-es s�&r�&ség értéket találunk, ezért 
kezdetben ezzel az értékkel számoltunk. Kés��bb, amikor részletesebben utánajártunk szakirodal-
makban az obszervatórium közvetlen közelében lév�� rétegz��déseknek, akkor találkoztunk Pécsi 
Márton egyik munkájában (1959) konkrét utalással a Mátyás-hegy Szépvölgyi út fel��li k��bányájára 
(ami közvetlenül a modellezett járatrendszer bejáratánál található). Az obszervatóriumhoz tartozó 
járatok 90%-a eocén nummulinás Szépvölgyi Mészk�� Formációban halad, a barlangrendszer legfel-
s�� részei felnyúlnak az erre rakódó fels�� eocén-oligocén Budai Márga Formációba. A kés��bbi szá-
mításainkhoz a két k��zet átlags�&r�&ségét vettük fel, ami 2593 kg/m3. A modellszámítástól el��zetesen 
elvárjuk azt, hogy ha a korábbitól eltér��en egy más s�&r�&séget veszünk fel, az az eredményeinkben 
egy méretarányszorzónyi eltérést okoz. Ezt ellen��rzend�� a modell teljes területére mindkét s�&r�&ség-
gel 1 m × 1 m × 1 m-es felbontásban kiszámoltattuk V, G �A g és E értékeket, majd tetsz��legesen 
választva az egyik s�&r�&séggel számolt értékeket a két s�&r�&ség arányszámával felszorozva képeztük a 
másik s�&r�&séggel számolt értékekkel való különbségét: 

 � � � � � � � � � � � �
2710
2593

,,Hatás,,Hatás,,Eltérés 27102590 �˜��� EGVEGVEGV . (13) 

Eredményül az Eltérés(V,G,E) értéke (összesen 199 125 modell elemb��l számítva) minimálisan: 
-0,01, maximálisan: 0,01 (J/kg, ��Gal, E) lett. Ez az eltérés a közel 200 ezer elemet tartalmazó mo-
dell esetében az összegzésb��l halmozódó numerikus hibának tulajdonítható, ami azt jelenti, hogy az 
ellen��rzés sikeres volt. 

5.2  Összehasonlító vizsgálatok graviméteres és Eötvös-inga mérésekkel 

A modell elkészültével természetesen adódott az igény a mért és számított mennyiségek összeha-
sonlítására. 

El��ször a mikrobázis pontjai közötti szakaszok (1982-t��l 1991-ig) mért és kiegyenlített nehézsé-
gi gyorsulás különbség-értékeit hasonlítottuk a számítottakhoz (Csapó G. személyes közlése), lásd 
7. ábra. A mért és számított értékek átlagos eltérése 20 �PGal, ett��l nagyobb eltérések a barlang bel-
seje felé (f��alappont közelében) fordulnak el��, maximálisan 80 �PGal értékben. 
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Mért �¨g, Csapó Számolt �¨g  
7. ábra. 1982-91 között mért és a modellb��l számított �¨g értékek összehasonlítása 

Ezután Csapó G. 1993-as E54 típusú Eötvös-ingával (Csapó G. személyes közlése), valamint 
Völgyesi L.-Ultmann Z. 2009-es Auterbal-ingával (Ultmann 2009) mért eredményeit hasonlítottuk 
össze a modellb��l számított értékekkel (lásd. 8-12. ábrákat). Mindkét mérés alapvet��en a 
mikrobázis pontjain történt, mégsincs teljes átfedés. Míg Csapó G. 1993-as mérésénél a m�&szerma-
gasság 1,01 m volt, addig az Auterbal-ingával történt méréseknél 1,20 m. Ezek az értékek azért 
fontosak, mert az összehasonlításhoz a mikrobázis pontjainak függ��legesében cm-es felbontásban 
számoltuk a gradiensek értékeit, majd az összehasonlítás során figyelemmel voltunk arra, hogy a két 
mérés eltér�� magasságban történt. Ezeken túl a két észlelést különböz�� számú azimutokban (3 ill. 5) 
végezték. Csapó G. méréseit 3, Völgyesi L.-Ultmann Z. 5 azimutban hajtotta végre. Ezekb��l követ-
kezik, hogy a V�¨-ra és 2Vxy-ra kevesebb összehasonlító adat áll rendelkezésre. 

A 8-10. ábrákat figyelve elmondható, hogy a szintfelületi gradiens, valamint vízszintes összete-
v��i a mért értékekhez nagy hasonlóságot mutatnak, ám attól helyenként kisebb-nagyobb eltérések 
adódnak (Vzx esetén max. 120E, Vzy esetén max. 100E, különösen a barlang bejárata felé, V�'  max. 
800E) . Az eltérések nem csak a modell hibáiból és a mérési hibákból adódhatnak, hanem a mérési 
pontok környezetében a mért mennyiségek nemlineáris változása is szerepet játszhat. Ugyanis az 
Eötvös-ingával mért értékek számítási összefüggései azon a feltevésen alapulnak, hogy az inga 
tömegei közötti (kb. 35 cm-es) távolságon belül a g változása lineárisnak tekinthet��. A számításaink 
viszont egyértelm�&en azt mutatták, hogy a g változása a barlang falainak közelében már nem tekint-
het�� ilyennek. Ezért a jöv��ben tervezzük az összehasonlítás újbóli elvégzését a nemlineáris változá-
sok figyelembe vételével. 
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8. ábra. Vzx mért és számított értékei a pontok felett 1,01 ill. 1,20 m magasságokban 
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9. ábra. Vzy mért és számított értékei a pontok felett 1,01 ill. 
1,20 m magasságokban 
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10. ábra. Vzs (szintfelületi gradiens) mért és számított értékei a 
pontok felett 1,01 ill. 1,20 magasságokban 

5.3  A modell pontossági vizsgálata 

A modell létrehozása után arra a kérdésre, hogy az eredményként kapott mennyiségeket milyen 
pontosnak tekinthetjük, a következ��képp kerestük a választ Monte Carlo módszer segítségével 
(Metropolis és Ulam 1949). 

A modell bemen�� paramétereit, azaz a teljes modellt alkotó pontok koordinátáit normális elosz-
lású hibával terheltük, majd figyeltük, milyen hatással lesz ez az eredményekre. A modellt terhel�� 
véletlen jelleg�& hibák tekintetében öt részvizsgálatunk volt. Ebb��l az ötb��l négy esetén a teljes mo-
dell (hegy, bels�� üreg és bels�� üreg kiegészítések) mindhárom részét azonos hibával terheltük 
(±1cm; ±3cm; ±5cm; ±10cm). Majd az ötödik esetben a modell azon pontjait, amelyeket mér��állo-
mással mértünk ±5cm-rel, a többit (hegy modell) ±100cm-el láttuk el. Így szem el��tt tartottuk a 
teljes modell koordinátáira vonatkozó meghatározási módszerek heterogenitását (ld. 2. fejezet). 

Részvizsgálatonként 500-500 ismétlést végeztünk. A kapott eredmények statisztikai jellemz��it 
kiszámítva jutottunk az 1. táblázatban közölt értékekre. Ezen középhibák mértékegységeit a balolda-
li oszlopban szerepl�� mennyiségek mellett lehet megtalálni. A táblázat utolsó oszlopában található 
középhibákat összevetve a harmadik és negyedik oszlop adataival kijelenthetjük, hogy a gradiensek 
számításában a lokális hely, míg a nehézségi térer��sség ill. potenciál esetén a nagy tömegek geo-
metriai adottságai a dönt��ek. 
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1. táblázat. A pontossági vizsgálat eredményei 

A modellt terhel�� középhibák  

± 1 cm ± 3 cm ± 5 cm ± 10 cm ± 5/ ± 100 cm 
Vzx (E) ± 0.67 ± 2.00 ± 3.38 ± 6.96 ± 6.88 
Vzx (E) ± 0.63 ± 1.91 ± 3.21 ± 6.60 ± 6.48 
V�û (E) ± 0.97 ± 2.95 ± 5.05 ± 10.96 ± 9.26 
2Vxy (E) ± 1.10 ± 3.35 ± 5.70 ± 12.06 ± 9.84 
Vzz (E) ± 0.87 ± 2.66 ± 4.60 ± 10.57 ± 9.49 
Gx (��Gal) ± 0.42 ± 1.24 ± 1.92 ± 4.09 ± 19.83 
Gy (��Gal) ± 0.44 ± 1.34 ± 2.18 ± 4.32 ± 21.24 
Gz (��Gal) ± 0.66 ± 1.98 ± 3.28 ± 6.16 ± 31.10 A
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V (J/kg) ± 1.12 ± 3.30 ± 5.14 ± 10.29 ± 57.09 

6  Összefoglalás 

Sikeresen modelleztük a Mátyás-hegy összetett tömegének, különösen az obszervatórium üregeinek 
gravitációs hatását. A modellalkotás során eredményesen használtuk a Laplace-összefüggést. Az 
elkészült modellel többek között megvizsgáltuk, hogy ha más k��zets�&r�&séget alkalmazunk, akkor ez 
valóban a számolt eredményekben pusztán méretarányszorzóként jelenik meg. Összehasonlítottuk a 
modellb��l számolt, valamint a helyszínen mért graviméteres ill. egymástól függetlenül mért Eötvös-
ingás eredményeket. Az összehasonlítások szerint a mikrobázis pontok zöménél jó a hasonlóság 
(mind értékekben, mind irányokban). Az esetenként látható eltérések mögött véleményünk szerint, 
egyrészt a nem modellezett hatások (pl. a hegy további, a modellbe nem beépített üregei), másrészt 
a már említett nemlineáris g változás húzódhatnak meg, illetve Monte Carlo (500 ismétléses) mód-
szerrel pontossági mér��számokat vezettünk le minden modellezett paraméterre, a koordináták meg-
határozásának pontosságától függ��en. Jöv��beli terveinkben további vizsgálatok szerepelnek. 

Köszönetnyilvánítás. Kutatásaink részben a 76231 sz. OTKA, illetve a TÁMOP 421B projekt tá-
mogatásával folynak. Köszönettel tartozunk Csapó Gézának, Ultmann Zitának és Völgyesi Lajos-
nak, hogy rendelkezésünkre bocsátották az E-54 és Auterbal típusú ingákkal végzett korábbi méré-
seik eredményeit. Köszönjük továbbá bírálóink, Benedek Judit és Kis Márta értékes észrevételeit és 
javaslatait. 
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NEHÉZSÉGI GRADIENSEK LINEARITÁS-VIZSGÁLATA 
A MÁTYÁS-BARLANGBAN 

Völgyesi Lajos�
, �
�
, Ultmann Zita�
 

 Question of linearity of the gravity gradients in the Mátyás cave – Linear changing be-
tween the adjoining network points is an important demand of different interpolation methods using 
the gravity gradients measured by torsion balance. To study the linearity torsion balance measure-
ments were made in the surroundings of a gravity microbase point in the gravity laboratory of 
Loránd Eötvös Geophysical Institute in the Mátyás cave. Controlling the measurements gravity 
model computations were made at the same time. Our investigations demonstrate that the changing 
of gravity gradients is not linear even between neighbouring points having only 30 cm distance, in 
the case of huge gravity gradients in the Mátyás cave. 

Keywords: gravity gradients, curvature data, linearity, Torsion balance 
 
Az Eötvös-inga mérések alapján végzett különféle interpolációs számítások során fontos alapköve-
telmény a nehézségi gradiensek és a görbületi értékek két pont közötti lineáris változása. Ennek 
vizsgálata céljából Eötvös-inga méréseket végeztünk a budapesti Mátyás-barlangban az ELGI gra-
vitációs mikrobázisának pontjaiban. A mérésekkel párhuzamosan ellen��rz�� modellszámításokat is 
végeztünk. Vizsgálataink alapján megállapítható, hogy a mérési pontokban tapasztalható extrém 
magas gradiens értékek esetén még 30 cm távolságon belül sem tekinthet�� minden esetben lineáris-
nak a gradiensek változása. 

Kulcsszavak: nehézségi gradiensek, görbületi értékek, linearitás, Eötvös-inga 

1  A linearitás-vizsgálat szükségessége 

Korábbi munkáink során már felmerült a gyanú, hogy az ingamérések rendelkezésünkre álló ponts�&-
r�&sége sok esetben nem elegend��, mivel a nagy gradiens�& területeken a magas frekvenciás változá-
sok nagy amplitúdója miatt egészen rövid távolságon belül sem tekinthet�� lineárisnak a gradiensek 
változása. 

Amennyiben Eötvös-ingával mért �'W  és xyW  görbületi adatok felhasználásával szeretnénk füg-

g��vonal-elhajlás különbségeket interpolációval számítani az ik�D  azimutban lév�� n irányban a iP  és 

a kP  pont között, akkor a  
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amelyben ikn  a iP  és a kP  pont távolsága egymástól, s az n-re mer��leges koordináta irány, �'W  és 

xyW  pedig az Eötvös-ingával mérhet�� görbületi értékek (Völgyesi 2005). 
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Ha a iP  és a kP  pont elég közel fekszik egymáshoz úgy, hogy közöttük a nsW  második differenci-
álhányados megváltozása lineárisnak tekinthet��, akkor az (1) integrál a 
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 (3) 

a trapéz integrálközelít�� képlettel számítható. Ekkor a �[ és az �K függ��vonal-elhajlás összetev��knek 
a iP  és a kP  pont közötti ki�[�'  és ki�K�'  megváltozása az 

 � � � � � � � �� > � @� � � �ikkiikkiikknsins gnWW �D�K�'�D�[�'�'�' cossin
2
1

��� ��  (4) 

összefüggéssel számítható, ahol a  

 � � � ��� �� ikxyxyikns UWUWW �D�D�' �'�' 2cos2sin
2
1

�������  , (5) 

amelyben az �'U  és az xyU az Eötvös-ingával mérhet�� �'W  és xyW  görbületi gradiensek normálér-

tékei (Völgyesi 2005). 
A fentiek szerint a számított függ��vonal-elhajlás értékek pontossága egyértelm�&en attól függ, 

hogy a két szomszédos Eötvös-inga mérési pont között mennyire lineáris a �'W  és a xyW  görbületi 

gradiensek megváltozása.  
Teljesen hasonló esettel állunk szemben, ha a zxW  és a zyW  nehézségi gradiensek felhasználá-

sával g vagy �' g értékeket számítunk interpolációval, ugyanis a (3)-hoz hasonlóan trapéz integrálkö-
zelít�� módszerrel kell számolnunk (Völgyesi, Tóth és Csapó 2005, 2007). 

Összefoglalva megállapíthatjuk tehát, hogy az Eötvös-inga mérések alapján végzett függ��vonal-
elhajlás interpoláció, a geoid finomszerkezetének meghatározása, a nehézségi gradiensek felhaszná-
lásával g vagy �' g értékek számítása, és a vertikális gradiensek interpolációja során a numerikus 
integrálás számításakor, valamennyi esetben fontos alapkövetelmény a zxW , zyW  nehézségi gradi-

ensek és a �'W  xyW  görbületi értékek két pont közötti lineáris változása. Ezért az interpolációhoz az 

Eötvös-inga mérések olyan ponts�&r�&ségére van szükségünk, amely biztosítja ezt a fontos feltételt – 
vagyis az interpolációs számítások során az elérhet�� pontosság alapvet��en ennek a függvénye. 

2  A mérések helyszíne 

A linearitás-vizsgálatokat a budapesti Mátyás-barlangban az ELGI gravitációs mikrobázisának az 
1. ábrán látható pontjain végeztük. A mérési helyszín vázlatán látható, hogy a mikrobázis 82/1-t��l 
82/14-ig számozott pontjai egymáshoz igen közel, alig néhány méteres távolságban helyezkednek 
el. A mikrobázis 82/4-t��l 82/14-ig számozott pontjai a barlangba vezet�� egyenes bejárati folyosón 
találhatók. A folyosó a 82 jel�& f��alappontot tartalmazó nagyteremhez képest jóval alacsonyabb és 
keskenyebb. A 82/4-es ponttól kifelé a 82/14-es pontig a barlang bejárata felé haladva jelentkezik 
egyre inkább a küls�� meredek sziklafal gravitációs hatása. Az ismert egyre nagyobb gradiensértékek 
miatt (Völgyesi és mások, 2009) a mérési pontok a bejárathoz közeledve egyre s�&r�&södnek. 

Méréseinket a 82/1 jel�& pont közvetlen környezetében tovább finomítottuk, a pont körül észak-
déli illetve kelet-nyugati irányban a mérési pontokat 30 cm lépésköz�&re s�&rítettük. Így a méréseket 
É-D irányban +210 és -30 cm között 9 pontban, K-Ny irányban a sz�&k barlangfolyosó miatt -30 és 
+30 cm között 3 pontban végeztük. 
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1. ábra. A gravitációs mikrobázis pontjai és a linearitás-vizsgálat helyszíne a Mátyás-barlangban 

A mérési helyszín abból a szempontból is ideálisnak tekinthet��, hogy a barlangban gyakorlatilag 
nem változik a h��mérséklet, ezért az ingaméréseket leginkább zavaró h��mérséklet-változások nem 
zavarják a vizsgálatokat. 

3  Mérési eredmények 

A BME Általános- és Fels��geodézia Tanszék AUTERBAL ingájának 2008-as felújítását követ��en a 
rendszeres napi méréseket 2008. július második harmadában kezdtük a Mátyás-barlangban, és 
szeptember elejére fejeztük be (Völgyesi et al. 2009). Ez id�� alatt több összehasonlító mérést végez-
tünk a 82 jel�& gravitációs f��alapponton, majd végigmértünk a gravitációs mikrobázis 82/1 pontjától 
a 82/11 pontjáig. A 82/12, 82/13 és a 82/14 pontokon már nem tudtunk mérni, mivel még az 
AUTERBAL inga mérési tartománya sem volt elegend�� a hatalmas gradiensek meghatározásához. 

A méréseink alapján meghatározott gradiens értékek változását a 2. ábrán szemléltetjük. A 82/2 
és a 82/3 pont elhagyásával gyakorlatilag az ÉK-DNy irányú metszetben láthatjuk a változásokat. 
Az ábrán azonban mégis feltüntettük a 82/2 és a 82/3 pontok értékeit is, mivel pl az (1) – (5) össze-
függések alkalmazása során a függ��vonal-elhajlás interpoláció a szomszédos mérési pontok között 
történik az ��ket összeköt�� vonal irányától függetlenül, tehát nem csupán egyetlen szelvény mentén, 
hanem a teljes területre érdekel minket a gradiensek linearitása. Szembet�&n��, hogy alig néhány 
méteres távolságokon belül igen nagy a gradiens értékek változása, és különösen igaz ez a W�'  és a 
Wxy görbületi adatok esetére. Minden további bonyolultabb matematikai elemzés nélkül ránézésre is 
megállapítható, hogy ilyen nagyságrend�& változások esetén még néhány méteres távolságon belül 
sem tekinthet�� lineárisnak az Eötvös-ingával mérhet�� mennyiségek változása. 

Mivel szerettük volna megtudni, hogy mi az a távolság, amely esetén még éppen lineárisnak te-
kinthet��k a változások, méréseinket a 82/1 jel�& pont közvetlen környezetében tovább finomítottuk, a 
pont körül É-D illetve K-Ny irányban a mérési pontokat 30 cm lépésközben bes�&rítettük (Csepre-
gi 2010). Így a méréseket É-D irányban +210 és -30 cm között 9 pontban, K-Ny irányban a sz�&k 
barlangfolyosó miatt +30 és -30 cm között 3 pontban végeztük. 

Az egyes gradiensek és görbületi adatok változása a 3. ábrán É-D, a 4. ábrán pedig K-Ny irány-
ban követhet�� nyomon. A 3. és a 4. ábra tanúsága szerint a zxW  és a zyW  horizontális gradiensek 

változása 30 cm-en belül a legtöbb helyen többé-kevésbé lineárisnak tekinthet�� (bár ez alól a zyW  

kivétel a 82/1 pont környezetében és ett��l a ponttól É-i irányban kb. 1.5 m-es távolságban). 
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Gradiensek a Mátyás-barlang mikrobázisán
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2. ábra. A gradiensek változása a Mátyás-barlang gravitációs mikrobázisának pontjaiban 

Ugyanakkor a �'W  és a xyW  görbületi adatok megváltozása még 30 cm távolságon belül sem te-

kinthet�� lineárisnak, ráadásul éppen ez a két mennyiség szükséges a függ��vonal-elhajlás interpolá-
cióhoz és a geoid finomszerkezetének meghatározásához. Különösen a �'W  változása figyelmeztet a 
82/1 pont környezetében arra, hogy olyan kivételesen nagy gradiens�& helyen, mint pl. a Mátyás-
barlang, még néhány dm-en belül sem szabad bíznunk a görbületi adatok linearitásában. 
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3. ábra. A gradiensek változása a 82/1 pont környezetében É – D irányban 30 cm távolságonként 
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4. ábra. A gradiensek változása a 82/1 pont környezetében 30 cm távolságra K – Ny irányban 

4  Modellszámítások eredményei 

Az Eötvös-inga mérésekkel párhuzamosan modellszámításokat is végeztünk. A tömegmodell kiala-
kítása küls��, és a barlangon belüli felmérés eredményei alapján történt. A küls�� terepmodell el��állí-
tásához rendelkezésre állt egy körülbelül 30 évvel ezel��tt a tanszékünk által készített 1:500 méret-
arányú szintvonalas térkép, amelyen a kérdéses terület síkrajza mellett a magasságértékek is szere-
pelnek. A modell létrehozásához kiegészítésképpen az EOTR térképszelvényeket is felhasználtuk. 
A küls�� felületmodell el��állításához, a hagyományos geodéziai mérések mellett –, a barlang bejárati 
oldalán található bonyolult formájú és nehezen megközelíthet�� sziklafal miatt, – fotogrammetriai 
módszer alkalmazására is szükség volt. Megfelel�� fényképfelvételek alapján, a Photomodeler szoft-
ver alkalmazásával készítettük el a küls�� sziklafal felületmodelljét (Ultmann 2007, 2009a, 2009b). 
A barlang belsejének felmérését Éget�� Cs. végezte, amely alapján már viszonylag egyszer�&en el��ál-
lítható volt az üregmodell (Tóth és Éget�� 2010). A gravitációs hatás számításához meg kellett hatá-
rozni a modelltest s�&r�&ségét is. Mivel a vizsgált területen túlnyomó részben mészk�� található, ezért 
a számításainkban átlagos 2500 kg/m3 érték�& mészk�� s�&r�&séget feltételeztük.  

A modellszámítást a PolyGravp szoftverrel (http://www.geod.bme.hu/gtoth/PolyGrav.html 
2011-01-07) hajtottuk végre, mely tetsz��leges homogén s�&r�&ség-eloszlású poliéder test gravitációs 
hatásának számítására a Holstein (2003) által kidolgozott összefüggését használja (Tóth és Ége-
t�� 2010). A számítási eredményeket az 5. ábrán hasonlíthatjuk össze a mérésekkel. A görbék alakját 
tekintve megnyugtató hasonlóság látható a mért és a számított gradiensek között. Ugyanakkor a 
számértékekben helyenként komolyabb eltérések is tapasztalhatók. Ennek több oka is lehet: egy-
részt a valódi s�&r�&ségeloszlást nem ismerjük, ezért a számításainkban a valóságostól eltér��en homo-
gén s�&r�&ségeloszlást feltételeztünk, másrészt a terület jellegéb��l adódóan további, a számunkra 
egyel��re ismeretlen kisebb-nagyobb barlang-üregek is lehetnek a mérések környezetében. Ebb��l a 
szempontból érdekes lenne az eltérések okát elemezni, jelenleg viszont nem ez volt a f�� célunk. Az 
minden esetre megállapítható, hogy a linearitás vizsgálatok céljára önmagában is megfelel��en al-
kalmazható az általunk kipróbált számítási módszer, azaz nem túl bonyolult s�&r�&ség-gradiens�& terü-
leten, csupán a topográfia ismeretében, számítással is információt kaphatunk a nehézségi gradiensek 
változásának jellegére. 
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5. ábra. A mért és a számított gradiensek és görbületi adatok összehasonlítása a mikrobázis pontjain 

5  Összefoglalás 

Méréseink alapján megállapítható, hogy a vizsgált pontokban tapasztalható extrém magas gradiens 
értékek esetén, még 30 cm távolságon belül sem tekinthet�� minden esetben lineárisnak két pont 
között a gradiensek és a görbületi mennyiségek változása. Összevetve a görbületi adatok és a hori-
zontális gradiensek változását megállapítható, hogy a görbületi adatok változása markánsabb és 
kevésbé tekinthet�� lineárisnak. Tömegmodell számítással nem túl bonyolult s�&r�&ség-gradiens�& 
területen, csupán a topográfia ismeretében, önmagában is információt szerezhetünk a nehézségi 
gradiensek változásának jellegér��l. 

Köszönetnyilvánítás. Kutatásaink a 76231 sz. OTKA támogatásával folynak. Ezúton is köszönjük a 
Mátyás-barlangban végzett méréseinkhez az ELGI, és kiemelten Csapó Géza segítségét.  
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AZ EÖTVÖS-INGA MÉRÉSI IDEJÉNEK CSÖKKENTÉSI 
LEHET �� SÉGE 

Völgyesi Lajos�
,** , Laky Sándor** , Tóth Gyula�
,**

 Possibility for reducing the measurement time of the Eötvös torsion balance – The main 
problem of torsion balance measurements is the long damping time, however it is possible to sig-
nificantly reduce it by modern technology. The damping curve can be precisely determined by CCD 
sensors as well as computerized data collection and evaluation. The first part of this curve makes it 
possible at least theoretically to estimate the final position of the arm at rest. Two methods are 
presented here to solve the problem – a finite element solution of a fluid dynamics model based on 
Navier-Stokes equations and a differential evolution algorithm. 

Keywords: Eötvös torsion balance, damping time, CCD sensor, Navier-Stokes equations, CFD, 
finite elements, differential evolution algorithm 
 
Az Eötvös-inga mérések mindenkori legnagyobb problémája a hosszú csillapodási id��, azonban a 
mai modern technika alkalmazásával lehet��ség kínálkozik az észlelési id�� jelent��s csökkentésére. A 
leolvasásra CCD-érzékel��ket alkalmazva számítógépes regisztrálás és kiértékelés esetén igen jó 
felbontással meghatározható a csillapodási görbe, amelynek kezdeti szakaszából elvileg el��re meg-
határozható az inga nyugalmi helyzete. A feladat megoldására két különböz�� lehet��séget mutatunk 
be – a Navier-Stokes egyenletek végeselemes megoldásán alapuló áramlási modell felhasználását, 
és a differenciális evolúciós algoritmus alkalmazását. 

Kulcsszavak: Eötvös-inga, csillapodási id��, CCD-érzékel��, Navier-Stokes egyenletek, numerikus 
áramlástan, végeselemek, differenciális evolúciós algoritmus 

1  Bevezetés 

A gravitációs kutatásokban az 1950-es évekt��l kezdve az Eötvös-inga mérések nehézkessége, id��-
igényessége miatt egyre inkább a graviméteres mérések vették át a vezet�� szerepet. Mivel az új 
gravimétereket a nyugati országok stratégiai jelent��ség�& m�&szereknek min��sítették, ezért a volt 
szocialista országok nem juthattak hozzá ezekhez a m�&szerekhez. Emiatt az ötvenes évekt��l egészen 
1967-ig az Eötvös-inga méréseknek egy újabb aranykora következett be hazánkban. Napjainkban 
els��sorban a geodéziai hasznosítás területén újabb igény jelentkezett az Eötvös-inga mérésekre 
(Völgyesi et al. 2009a, 2009b). A modern technikai eszközök birtokában most viszont lehet��ségünk 
nyílhat arra, hogy a hosszú mérési id��t (azimutonként 40 perc) lerövidítsük, és a mérések feldolgo-
zását is automatizáljuk. A jelen tanulmányban éppen ezért az a célunk, hogy megvizsgáljuk az inga 
mozgásának fizikai hátterét, különös tekintettel a mérések feldolgozásával kapcsolatos új igényekre, 
a mérési id�� lerövidítésére. Eközben természetesen mindvégig szem el��tt tartjuk azt a szempontot, 
hogy a mérési id�� hosszának csökkentése ne menjen az ingával elérhet�� pontosság rovására. 

2  Az ingák csillapodásának tanulmányozására végzett mérések 

Az Eötvös-inga mérések és különböz�� vizsgálatok céljára laboratóriumot alakítottunk ki a BME 
”R” épületének pincéjében. Meghatároztuk a mérési pont koordinátáit és a pontos északi irányt 
(Kovács és Nagy 2010), valamint különböz�� környezeti (pl. h��mérséklet-változás) vizsgálatokat 
végeztünk. A mérési helyszín abból a szempontból kedvez��nek tekinthet��, hogy a mérések során 
gyakorlatilag nem változott a h��mérséklet, ezért az ingaméréseket leginkább zavaró h��mérséklet-
változásokkal nem kellett foglalkoznunk. 

* Budapesti M�&szaki és Gazdaságtudományi Egyetem, Általános- és Fels��geodézia Tanszék 
** MTA-BME Fizikai Geodézia és Geodinamikai Kutatócsoport 

 H-1111 Budapest, M�&egyetem rkp.3. 
E-mail: volgyesi@eik.bme.hu, gtoth@sci.fgt.bme.hu, laky.sandor@freemail.hu 
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A BME Általános- és Fels��geodézia Tanszék AUTERBAL-ingájának 2008. évi felújítását követ��en 
fontos fejlesztéseket hajtottunk végre. Az automatikus leolvasás megvalósítása céljából az 1. ábrán 
bemutatott formában CCD-érzékel��s kamerákat szereltünk fel a leolvasó karokra, (egy így készített 
felvétel a 2. ábrán látható) a skálák megvilágítására pedig er��s fény�& LED-eket (fényemittáló dió-
dákat) er��sítettünk a leolvasó távcsövek alá. A kamerák vezérlését, a képek rögzítését számítógép-
pel oldottuk meg, a szükséges szoftvereket Linux operációs rendszer alatt fejlesztettük. Mivel a 
kamerák alkalmazásával lehet��ség nyílt hosszú id��n keresztül másodpercenként akár több leolvasást 
is végezni, ezzel új távlatok nyíltak eddig ismeretlen jelenségek megfigyelésére. Lehet��vé vált pél-
dául a lengések csillapodásának minden eddiginél pontosabb és részletesebb megfigyelése. 

Az inga csillapodásának tanulmányozása céljából valamennyi azimutban több 40-50 perces fel-
vételt készítettünk másodpercenként négy leolvasással. A csillapodási görbe finomszerkezetének 
tanulmányozása céljából másodpercenként 12, azaz közel 0.08 másodpercenkénti leolvasással, az 
esetleges hosszabb periódusú mozgások regisztrálására pedig két 24 órás 10 másodpercenkénti 
leolvasással rögzítettük az ingák mozgását. 

A felvételek kiértékelését szintén számítógéppel végeztük egy saját fejlesztés�&, Octave nyelven 
készült programcsomaggal. A skála elmozdulását a képek közötti keresztkorreláció számításával 
határoztuk meg, a képek Scharr-gradiensének (tehát nem közvetlenül a szürkeértékek) felhasználá-
sával (ez javít némileg a kontrasztviszonyokon, segít kiküszöbölni a vignettálásból és a megvilágítá-
si eltérésekb��l származó hibákat, stb) (Scharr, 2000). 

A kiértékelés során minden képnek vizsgáltuk az eltolódását az azt megel��z�� négy képhez ké-
pest a skálával párhuzamos irányú tengely mentén való eltolással számított 2D keresztkorrelációval, 
majd a megel��z�� négy képen a leolvasás értékéb��l és az imént meghatározott eltolódásokból a kiér-
tékelés alatt álló képkockára négy leolvasás-értéket számítottunk. A végleges leolvasást (durvahiba-
sz�&rés után) a négy érték számtani közepe adta. A kiértékelés el��tt a képek méretét Lánczos-
interpolációval (Duchon, 1979) kétszeresre nagyítottuk – elvileg ez is segíti a „pixel alatti pontos-
ság” elérését. Sajnos a skála elmozdulása nem csak vízszintes, hanem sok esetben függ��leges irány-
ban is számottev��, így nem lehetséges mindig egy tengely menti 2D keresztkorrelációt alkalmazni a 
képek közötti elmozdulás kiértékelésére, hanem mindkét irányú eltolásra is szükség lehet. Ekkor 
viszont sokkal lassabb a kiértékelés, ezért ebben az esetben nem mindig végeztünk 4 képes átlago-
lást. A 3. ábrán a két tengely mentén való eltolással számított 2D keresztkorreláció segítségével 
történ�� kiértékelésre láthatunk példát. A fels�� sorban a bal oldalon a megel��z�� képkocka, jobb olda-
lon a kiértékelés alatt álló képkocka Scharr-gradiense látható. Az alsó sorban a bal oldalon a két 
tengely mentén történ�� eltolással számított 2D keresztkorrelációs függvény látható, a jobb oldalon 
pedig ezen függvény maximumhelyén átmen�� metszetei a két tengely irányában. Érdemes megfi-
gyelni a keresztkorrelációs függvény jellegzetesen sávos szerkezetét, amit az ismétl��d�� skálaosztá-
sok okoznak. 

 

 

1. ábra. CCD kamera alkalmazása az automatikus leolvasáshoz 2. ábra. Leolvasás a CCD kamerával 
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3. ábra. A kiértékel�� program egy képerny��képe: a fels�� sorban bal oldalon a megel��z�� képkocka, jobb oldalon a kiértékelés 

alatt álló képkocka Scharr-gradiense-, alul a kett�� keresztkorrelációs képe és a max. keresztkorrelációs szelvény látható 

Mivel a leolvasóberendezésben az indexszál mozdulatlan, és e mögött látjuk a skála képét elmoz-
dulni, a két kép közötti leolvasás-megváltozás könnyebben meghatározható, ha az indexszálat a 
képr��l „kimontírozzuk”. A további feldolgozáshoz (pl. digitális képek alapján abszolút leolvasások 
vizuális megtétele) az indexszál bármikor visszahelyezhet�� a képekre, mivel annak helyzete a kép 
koordináta-rendszerében adott. 

A 24 órás és a megnövelt mintavételezési gyakoriságú mérések feldolgozásához egy teljesen 
más elven – a skála osztásainak követésén – alapuló feldolgozóprogramot is kifejlesztettünk. Sajnos 
azonban a normál csillapodási görbék igen meredek kezdeti periódusa, valamint a skála id��nként 
igen jelent��s függ��leges irányú „rezgése” nem mindig teszik lehet��vé a keresztkorrelációs módszer 
kiváltását. 

A fenti módszerrel el��állított id��sorokból rendelkezésünkre álltak az igen részletes csillapodási 
görbék, amelyek közül egy jellegzetes esetet mutatunk be a 4. ábrán. 
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4. ábra. Jellegzetes csillapodási görbe 
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3  Az Eötvös-inga 7 szabadsági fokú fizikai modellje 

Az általunk ismert szakirodalom (Selényi, 1953) megelégszik az Eötvös-inga egy szabadsági fokú, 
csak a torziós lengéseket számításba vev�� fizikai modelljével. Azonban a CCD-érzékel��vel felsze-
relt inga méréseinek értelmezéséhez és kiértékeléséhez szükségünk van az inga kell��en részletes 
mechanikai modelljének kialakítására. Ehhez a mechanika Lagrange-egyenleteit használtuk fel 
(Landau és Lifsic 1974). 

Minden mechanikai rendszert egy adott  függvény, a rendszer (általános esetben a t 
id��t��l függ��) q általános koordinátákkal és a  általános sebességekkel felírt Lagrange-függvénye 
jellemez, és az s szabadsági fokú rendszer mozgása a következ�� ún. Lagrange-féle differenciál-
egyenleteknek tesz eleget 
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, (i = 1, 2, ..., s) (1) 

ahol L =  – V(q) a kinetikus és potenciális energia különbsége. ),( qqT ��

Ha a rendszer konzervatív (nincsenek disszipatív er��k) és standard (holonom, valamint a kény-
szerer��k munkája zérus), akkor a mechanikai rendszer mozgása teljesen leírható ezekkel az egyenle-
tekkel. Az ingakar mozgásának vizsgálatához ez a modell megfelel��, mivel els�� közelítésben elte-
kinthetünk a disszipatív er��kt��l, továbbá a torziós lengések modellezését és vizsgálatát, ahol a 
disszipatív er��k figyelembe vétele lényeges, külön fogjuk elvégezni. 

Az Eötvös-inga Lagrange-egyenleteinek felírásához tekintsük az 5. ábrát! Az ábra szerint az in-
ga három testre bontható (ezek az m’ tömeg�& ingakar és a két m nagyságú tömeg), és összesen 7 
szabadsági fokkal rendelkezik, mivel a következ�� 7 általános koordináta jellemzi a rendszer egy 
adott konfigurációját (a konfigurációs tér tehát 7 dimenziós): 

);,;,;,( �H�K�T�J�E�G�D� q  

Az ábrán látható B pont a �2 csavarási állandójú és s hosszúságú torziós szál fels�� befogási pontja. 

 

5. ábra. Az Eötvös-inga mechanikai modellje 
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A torziós szál alul a C pontban csatlakozik az m’ tömeg�& és K’ tehetetlenségi nyomatékú merevnek 
tekintett DE + AC inga leng��karhoz. A fels�� m ingatömeg tömegközéppontja a D pontban, a kar 
középpontjától �• távolságra, az alsó m ingatömeg tömegközéppontja a súlytalan, h hosszúságú foná-
lon lelógatva az F pontban helyezkedik el. 

Az általános q koordináták értelmezéséhez és az inga pontjai helyzetének jellemzéséhez vezes-
sünk be az ábrán látható xyz jobbsodrású térbeli derékszög�& koordináta-rendszert. Ennek O origója 
legyen a B pont függ��legesében, attól r + s távolságra, ahol r az A és C pontok távolsága. A rend-
szerünk x tengelye legyen a nyugalmi helyzet�& inga rúdjára mer��leges, az y tengelye pedig mutas-
son erre mer��legesen a lelógatott m tömeg irányába. A BC egyenes helyzetét a z tengelyhez képest x 
és y irányban két szög, �� és �� adja meg; a CA egyenes helyzetét pedig a z tengelyhez képest x és y 
irányban �0 és �/. Az inga rúdjának, az AE egyenesnek a helyzetét az y tengelyhez képest x és z irány-
ban az �. és ugyancsak a �/ szögekkel lehet jellemezni. Végül pedig az EF egyenesnek x és y irány-
ban a z tengellyel bezárt szögeit �� és �� adják. 

A kinetikus és potenciális energia függvényének el��állításához fel kell írni a fenti xyz térbeli de-
rékszög�& koordináta-rendszerben a két ingatömeg (xD, yD, zD), (xF, yF, zF) helyzetvektorait, valamint 
az ingakar P tömegközéppontja (xP, yP, zP) helyzetvektorát. Ezen kívül a (vDx, vDy, vDz), (vFx, vFy, vFz), 
(vPx, vPy, vPz) sebességvektor-összetev��kre is szükség van. Az inga leng��rendszerének V potenciális 
energiája egyrészt a három test együttes helyzeti energiájából, másrészt a torziós szál csavarásából 
származó potenciális energiából adódik. Ha a nyugalmi helyzet potenciális energiája zérus, és g a P 
pontbeli nehézségi gyorsulás, akkor  

 PFD gzmhzmgmgzV ')(2
2
1 ��������� �W�D . (2) 

A teljes T kinetikus energia a mozgási és forgási energiák összege, amely a testek sebességeivel és a 
forgástengelyre vonatkozó szögsebességeikkel felírható. Az inga karjának a tömegközéppontján 
átmen�� z, valamint x, y tengelyekkel párhuzamos tengelyekre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékai 
legyenek rendre K’ , Ix’ , Iy’ . Így a rendszer teljes kinetikus energiája 
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1 '''' PFDyx vmmvmvIIKT ����������� �H�G�D ������ , (3) 

ahol 222
DzDyDxD vvvv ����� , 222

FzFyFxF vvvv ����� , 222
PzPyPxP vvvv ����� , és a változó fölé tett pont 

az id�� szerinti deriválást jelöli. 
A (2) és a (3) kifejezéseket beírva az (1) egyenletbe megkapjuk az Eötvös-inga mechanikai mo-

delljéhez tartozó Lagrange-egyenleteket. Ezekb��l a mechanikai rendszer sajátfrekvenciáinak és 
rezgési móduszainak meghatározása a kis amplitúdójú rezgést végz�� rendszer Lagrange-függvénye 
segítségével megoldható. A részletes levezetést mell��zve, a kapott egyenletekb��l kit�&nik, hogy 

nincs csatolás a  és a  vektorváltozók között, amelyek külön-külön a 
rendszer mozgásának transzverzális (rúdra mer��leges) és longitudinális (a rúd irányába es��) össze-
tev��it jellemzik. 

T],,,[1 �T�H�E�D� q T],,[2 �K�G�J� q

Landau és Lifsic (1974) módszerét követve és a részletekt��l ismét eltekintve, a rendszer saját-
rezgéseinek �& körfrekvenciáját úgy találhatjuk meg, hogy megoldjuk az alábbi általánosított sajátér-
ték-problémákat (az A sajátvektor az egyes koordináták szerinti rezgések amplitúdóit, vagyis a rez-
gési móduszképet adja meg): 

 ,           i = 1, 2. (4) 0AKM � �� iii )( 2�Z

A (4) egyenletet Ki
-1-gyel szorozva és bevezetve a BBi = Ki

-1Mi mátrixot, végeredményben a 
 sajátértékekkel vett két szokásos sajátérték-problémát kell megoldanunk: 2/1 �Z�J� 

 iii AAB �J� ,           i = 1, 2. (5) 

A numerikus megoldás érdekében ki kell számítanunk, vagy legalábbis meg kell becsülnünk az (5) 

egyenletben szerepl�� fizikai paramétereket. A rendszer sajátfrekvenciái pedig az )2/(1 iif �J�S�  
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összefüggésb��l számíthatók ki a i�J  sajátértékek ismeretében. Ezeket, illetve a megfelel�� Ti = 1/fi 
periódusid��ket az Auterbal-inga esetében az 1. táblázatban láthatjuk. 

Az ingára szerelt CCD érzékel�� els��sorban az ingakar �. szögelfordulását képes regisztrálni. A 
táblázat szerint ezek a T2, T3, T4 transzverzális móduszok. A T4 módusz a torziós lengéseknek 
felel meg, viszont azt várjuk, hogy a CCD regisztrátumban – kell�� frekvenciájú mintavételezés 
esetén – látszani fognak a T2 és T3 rezgésekhez tartozó sajátfrekvenciák is. Ennek ellen��rzésére 
elvégeztük egy 5 perces, 12.5 Hz-es mintavételezési frekvenciájú regisztrátum spektrális analízisét. 
Az id��sor egyenletességének biztosításához a teljesítménys�&r�&ség spektrum (PSD) meghatározása 
el��tt Akima spline interpolációval meghatároztuk minden 0.08 másodperces id��ponthoz tartozó 
interpolált skála leolvasás értéket. A PSD becslését a Riedel és Sidorenko (1995) által ismertetett 
szinuszos multitaper eljárással végeztük el. Az id��sor így kiszámított teljesítménys�&r�&ség-
spektruma a 6. ábrán látható. 

A PSD-ben három jellegzetes összetev�� látszik. A legmagasabb frekvenciájú 3.42 Hz-nél talál-
ható, ami 7%-kal nagyobb a T2 móduszhoz tartozó elméleti értéknél (3.19 Hz). A 0.837 Hz-es ösz-
szetev�� 2%-os eltéréssel megegyezik a T3 elméleti értékével. Érdekes a 0.413 Hz-es összetev�� 
jelenléte, ami a T3 értékének jó közelítéssel a fele. Elképzelésünk szerint a 0.413 Hz-es frekvencia 
összetev�� megjelenésének talán az lehet az oka, hogy a két antiparallel elhelyezés�& inga rezgései a 
felfüggeszt�� szerkezeten keresztül valamilyen módon egymáshoz csatolódnak. Minden esetre ez a 
kérdés a mechanikai modell további b��vítésével és elemzésével eldönthet�� lesz. 

A kérdés gyakorlati jelent��sége abban áll, hogy világosan látszik: az ingakar mozgását leíró id��-
sor a mechanikai rendszer sajátosságaiból fakadóan különböz�� frekvenciájú rezgéseket tartalmaz. A 
nyugalmi helyzet becslése szempontjából számunkra csak a T4 mód érdekes. Ezért a nyugalmi 
helyzetre vonatkozó skálaleolvasás becslése el��tt kívánatos az id��sorból eltávolítani mindazokat a 
frekvenciákat, amelyek a becslés szempontjából mérési „zajnak” tekinthet�� rezgési módokhoz tar-
toznak. 

4  Az inga csillapodásának fizikai modellje 

4.1  Viszkózus csillapítási modell 

Az ingaházban leng�� ingakar mozgását legegyszer�&bben viszkózusan csillapított torziós lengésként 
tudjuk modellezni. A csillapított rezgések elmélete szerint (Landau és Lifsic 1974) az inga esetében 
(alulcsillapított eset) a keletkez�� mozgás a következ�� 5 paraméteres függvénnyel írható le (x a leol-
vasás, t az id��): 

 , (6) )cos( 4310
2 ataeaax ta ����� ��

ahol  a0, ..., a4  a mozgásra jellemz�� paraméterek. 
Számunkra az a0 paraméter becslése az, ami különösen érdekes, mert ez az inga nyugalmi hely-

zetéhez tartozó leolvasás értéke. 

1. táblázat. Az Auterbal-inga számított sajátfrekvenciái és periódusid��i. A táblázatban csak a *-gal jelölt móduszokhoz 
tartozik jelent��s nagyságú �. amplitúdó

Transzverzális rezgési móduszok fi  [Hz] Ti [s] 
i =  1 (T1) 26.044 0.0384 
i =  2 (T2*) 3.1859 0.3139 
i =  3 (T3*) 0.8560 1.1683 
i =  4 (T4*) 0.00096853 1032.50 
Longitudinális rezgési móduszok fi  [Hz] Ti [s] 
i =  1 (L1) 2.1754 0.4597 
i =  2 (L2) 1.5848 0.6310 
i =  3 (L3) 0.8054 1.2416 
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6. ábra. 12.5 Hz-es mintavételezési frekvenciájú CCD regisztrátum id��sorának teljesítménys�&r�&ség-spektruma 

Az el��z�� részben mondottak szerint egy 19-ed rend�& alulátereszt�� IIR (végtelen impulzusválaszú) 
Butterworth-sz�&r��t terveztünk, mellyel eltávolítottuk a jelben található 0.4 Hz-nél magasabb frek-
venciákat. Ennek a sz�&r��nek a tervezés szerint a levágási frekvenciája 0.32 Hz, az elnyomási frek-
venciája pedig 0.4 Hz. Az alulátereszt�� sz�&r��vel sz�&rt, a [] (négyszög) inga 1. azimutjában mért 
id��sor 7. ábrán látható teljesítménys�&r�&ség-spektruma (PSD) jól mutatja a sz�&rés hatékonyságát, 
ugyanis a sz�&rt jel teljesítménye a 0.5 Hz-es és magasabb frekvencián már 11 nagyságrenddel le-
csökkent. 

A magas frekvenciák kisz�&rése utáni adatsoron elvégeztük az elméleti exponenciális csillapítási 
modell illesztését és a nyugalmi leolvasás becslését. Az ingakar T4 módú csillapítatlan torziós rez-
gésének 1032 másodperc körüli periódusidejét a fellép�� viszkózus csillapítás jelent��sen befolyásol-
ja. 

 

7. ábra. A sz�&rt 4 Hz-es mintavételezési frekvenciájú, a [] inga 1. azimutjában rögzített CCD regisztrátum id��sorának  
teljesítménys�&r�&ség-spektruma (div jelöli a skálaleolvasási egységet) 
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Ha a (6) egyenletet a szokásos nemlineáris legkisebb négyzetes kiegyenlítési feladatként fogalmaz-
zuk meg, akkor a közvetít�� egyenletek az n adatpontra az alábbiak lesznek: 

 ,          i = 1, …, n. (7) 0)sin()cos( 32310
22 � ������ ����

ii
ta

i
ta xtaectaecc ii

Ez az egyenletrendszer optimális legkisebb négyzetek szerinti becslést szolgáltat a keresett 5 para-
méterre. Mivel a paraméterek egy része nem lineáris, ezért szükséges az új paramétereket felhasz-
nálva megismételni a kiegyenlítést újból és újból addig, amíg az iteráció fixponthoz nem konvergál. 

A meghatározásba bevont, a [] inga 1. azimutjában mért id��soradatok egy kezd�� t1 és egy végs�� 
t2 id��pont között helyezkedtek el. Az illeszkedést els��sorban abból a szempontból vizsgáltuk meg, 
hogy az a0 paraméter becslése mennyiben tért el a helyes a0 = 422.48 skálaosztás-egység értékt��l. 
Ezeket az eltéréseket t1 és t2 függvényében a 2. táblázatban találhatjuk meg. 

A 2. táblázatból láthatjuk, hogy az optimális megoldást a 150 és 600 másodperc közötti leolva-
sás adatokhoz történt illesztés adta. Természetesen még számos további vizsgálatot kell elvégezni 
annak érdekében, hogy valóban a legoptimálisabb becslést kaphassuk meg a kezdeti leolvasások 
alapján, és hogy hogyan tudjuk eldönteni azt, mi legyen t1 és t2 optimális értéke. Minden esetre 
elmondhatjuk, hogy ezek az eredmények biztatóak és azt mutatják, hogy akár néhány tized skála-
osztás-egység pontossággal is képesek lehetünk el��re jelezni az inga nyugalmi helyzetéhez tartozó 
leolvasást csupán az els�� 10 perc mérési adataira támaszkodva. 

4.2 Áramlási modell 

Az ingakar mozgásának pontosabb modellezése csak áramlási modellek segítségével lehetséges. 
Ezek a modellek a végeselemek módszerén alapulnak és képesek figyelembe venni a mozgó testek, 
az üreg és a csillapító közeg (leveg��) geometriai és fizikai paramétereit. Azt mondhatjuk, hogy 
bonyolult szilárdtest – folyadék (leveg��) kölcsönhatás lép fel az ingaház belsejében, mert a szilárd 
test és a leveg�� mozgása egymáshoz csatolódik, egymást jelent��sen befolyásolja. Az ilyen jelleg�& 
problémákat a szakirodalomban „multi-physics problem” elnevezéssel illetik, mert mind mechani-
kai, mind áramlási modellekre szükség van a feladat megoldásához, és ezeket együttesen kell kezel-
nünk. 

A leveg�� viszkózus (súrlódó), és normál h��mérsékleten, valamint nyomáson kb. 100 m/s-os 
áramlási sebességig összenyomhatatlan folyadéknak tekinthet��. Ekkor a mozgásának leírására az 
alábbi Navier-Stokes egyenlet szolgál (Pozrikidis 2001, 282.o.) 

 Fv
v

�U
�Q

�U
11 2 ���’���’��� p

Dt
D

, (8) 

ahol v a sebesség, p a nyomás, �! a tömegs�&r�&ség, F a folyadékra ható térfogati er��, D /Dt az anyagi 
derivált, �� pedig a kinematikai viszkozitás. A Navier-Stokes egyenlet Newton második törvényének 
felírása a súrlódásos közeg áramlására. Az egyenlet alapján az ingaházban mozgó ingakar és az 
áramló leveg�� kétdimenziós, numerikus áramlástani (CFD) modellezését végeztük el. 

Ehhez el��ször is szükségünk volt a modell geometriai és fizikai paramétereinek felvételére. A 
8. ábra mutatja a felvett modell geometriai paramétereit és a számításhoz felhasznált numerikus 
hálót. 

A felvett fizikai paraméterek a következ��k voltak (cm, g, hektoszekundum egységekben): 

�x a leveg�� s�&r�&sége: 0.00129, 
�x viszkozitása: 0.0182, 
�x a torziós szál állandója: 660, 
�x a leng��kar tehetetlenségi nyomatéka: 2400, a kar homogén tömegeloszlású. 

A kezdeti feltételek: 

�x kezdeti szögelfordulás: -0.02 rad, 
�x a kezdeti szögsebesség: 0. 
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2. táblázat. A [] inga 1. azimutjában mért id��sor becsült a0 paraméter eltérése a helyes értékt��l 
az illesztés kezd�� és végs�� id��pontja függvényében (skálaosztás-egységben)

t1 (s) t2 (s) eltérés (div) 
60 400 -7.18 

100 400 -11.26 
60 600 -2.80 

120 600 -1.5 
180 600 0.54 
150 600 -0.16 
150 720 0.42 
150 660 0.79 
150 420 -0.93 

A numerikus áramlástani vizsgálatokhoz, a szilárd test (ingakar) és folyadék (leveg��) mozgásának 
analitikus leírásához a Janela et al. (2005) által javasolt büntet��függvény módszert alkalmaztuk. A 
felvett numerikus háló (végeselemek) háromszögeinek száma 15386, a csúcspontok száma 7829 
volt. A büntet��függvény paraméterére 10-6-os értéket vettünk fel. A számítás elindításához a kezdeti 
sebességmez��t a Stokes-egyenletek megoldásával számítottuk. A számítások id��lépésköze 20 s volt, 
a lépések száma pedig 50. 

A büntet��függvény módszer részletei megtalálhatók a vonatkozó szakirodalomban (Janela et al. 
2005). Az eljárás lényege röviden az, hogy minden id��lépésben meg kell oldani egy két egyenletb��l 
álló egyenletrendszert a numerikus háló háromszögelemein, amely egyenletekben a büntet��függ-
vény reciprokaként adódó nagy számmal való szorzás a mozgó ingakart leíró tartomány belsejében 
mintegy kikényszeríti a közel zérus deformációt. Ez eredményezi a modellezés során a kar merev 
testként történ�� mozgását. A probléma numerikus megoldásához egy közel 400 soros, a FreeFem++ 
szoftver (http://www.freefem.org, 2011-01-25) programnyelvén készített saját fejlesztés�& eljárást 
használtuk fel. 

A 9. ábrán bemutatjuk egy olyan szimuláció eredményét, amelynek során sikeresen modelleztük 
az ingakar mozgását. A szimulált elfordulási id��sorhoz elvégeztük a (6) modell illesztését (az a0 
paraméter most zérus érték�&). Az illesztési eltérések 10-4 rad (0.2 – 0.3 skálaosztás) nagyságrend�& 
400 másodperc körüli periódusidej�& kvázi periodikus eltérést mutatnak a viszkózus modellhez ké-
pest. A CCD-érzékel��vel nyert id��sorok feldolgozása esetén is sok esetben hasonló jelleg�& eltérése-
ket tapasztaltunk a viszkózus modellhez képest. Ez mindenesetre azt jelzi, hogy az egyszer�& viszkó-
zus csillapítási modell nagy pontossági igények esetén már nem biztos, hogy kielégít��. 

A szimulációból meghatározható a tényleges lengésid��, a csillapításra korrigált lengésid�� és az 
a2 viszkózus csillapítási paraméter is. A modellezésb��l kapott korrigált lengésid�� 1027 s volt (az 
elvi 1198 s helyett), az a2 csillapítási paraméter értéke pedig 0.264 lett az elvi 0.4 helyett. Azt is 
tapasztaltuk, hogy a numerikus háló felbontásának, a viszkozitásnak és a büntet�� paraméter változ-
tatásának függvényében a számítás bizonyos esetekben instabillá válik. Ezért azt tervezzük, hogy 
másfajta számítási eljárásokkal is modellezzük az ingakar mozgását. Ilyen módszer lehet például a 
Lagrange-multiplikátor/fiktív tartomány eljárás (Glowinski et al. 1998). Ezen kívül lehet��ség van a 
valódi térbeli modellezésre is, például a kifejezetten „multi-physics” problémákra kidolgozott 
oomph-lib eljáráskönyvtár (Heil és Hazel 2006) segítségével. 

 
8. ábra. Az E-54-es Eötvös-inga kétdimenziós numerikus áramlástani vizsgálatokhoz kialakított geometriai modellje 

és az ingakamra f��bb méretei (felülnézetben) 
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9. ábra. Az E-54-es Eötvös-inga numerikus áramlástani modellezéssel számított �. elfordulási szöge 

és �& szögsebessége a t id�� függvényében (t mértékegysége 1 hs = 100 s) 

5  A differenciális evolúciós algoritmus alkalmazása 

Az evolúciós algoritmus olyan keresési technika, amellyel optimumot vagy egy adott tulajdonságú 
elemet lehet keresni. A matematikai modell logikája a jól ismert biológiai hasonlatra épül. Az evo-
lúciós algoritmusok számítógépes szimulációkkal valósíthatók meg. A populáció egyedeit a keresési 
tér elemei alkotják, melyeket keresztezni (rekombinálni) és mutálni lehet, így új egyedek hozhatók 
létre. A keresési téren értelmezett célfüggvény a rátermettségi (fitness) függvény. Az evolúciós 
algoritmus egyrészt új egyedeket hoz létre a keresztezés és a mutáció operátorokkal, másrészt kisz�&-
ri  a rosszabb célfüggvény értékkel rendelkez�� egyedeket és eltávolítja a populációból. Általában az 
algoritmus a globális optimumhoz konvergál, ebben tud többet mint egy hagyományos lineáris LKN 
illesztés; nem kellenek el��zetes értékek, csak határértékek a paraméterekre. Az evolúciós algoritmus 
logikáját a 10. ábrán bemutatott folyamatábrán követhetjük. Esetünkben az alkalmazott evolúciós 
algoritmus a differenciális evolúció volt (Storn és Prince 1997). 

Az inga lengését leíró egyszer�&sített differenciálegyenlet-rendszer (figyelembe véve a lelógó 
tömeg rezgéseit és viszkózus csillapítást feltételezve): 
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Az egyenletekben x az ingakar szögelfordulása, y a lelógó tömeg függ��legessel bezárt szöge, vx és vy 
a szögsebességek, �
 0 az ingakar csillapítatlan lengésének körfrekvenciája, �&0 a lelógó tömeg rezgé-
seinek sajátfrekvenciája, Q a lengés csillapításának tényez��je, f0, C1 és C2 pedig az Eötvös-inga 
geometriai és fizikai paramétereib��l levezethet�� állandók. Az egyenleteket valamely t0 id��pontban 
felvett kezd��paraméterek mellett (x0, vx0, y0, vy0) numerikusan integrálva meghatározható az ingakar 
elfordulása tetsz��leges id��pontban, ezáltal (a tükör és a skála közötti távolság figyelembe vételével) 
számítható a leolvasás értéke is. 

Geomatikai Közlemények XIII/2, 2010 



AZ EÖTVÖS-INGA MÉRÉSI IDEJÉNEK CSÖKKENTÉSI LEHET��SÉGE 139 

 

10. ábra. Probléma megoldása evolúciós algoritmussal 

Fogalmazzuk meg az illesztési feladatot a következ��képpen: a rögzített mérések id��sora alapján 
keressük a differenciálegyenlet-rendszer kezd��értékeit, valamint az ingára jellemz�� állandók (pon-
tosított) értékeit. Tekintsük célfüggvénynek adott paraméterek mellett a kiintegrált leolvasásértékek 
és a tényleges leolvasásértékek eltéréseinek négyzetösszegét. A feladat gyakorlati végrehajtása 
során a leolvasásértékek számításakor az inga driftjét is figyelembe vesszük, valamint természetesen 
azt az elméleti leolvasásértéket, ami körül a lengés történik. Ez másodfokú driftközelítés esetén 
három plusz paramétert jelent az illesztésben. 

A gyakorlati megvalósítás C nyelven készült, a numerikus integráláshoz a IV. rend�& Runge-
Kutta módszert alkalmaztuk. Kísérleteinket az Eötvös Loránd Geofizikai Intézet E-54 típusú ingájá-
val végeztük 2007. október 20-án, a kísérleti mérés helyszíne az ELGI Mátyás-hegyi laboratóriuma 
volt. Az illesztés maradék ellentmondásaira egy példa látható a 11. ábrán. A leolvasás-id��sorokat 
el��zetesen nem sz�&rtük. Bár el��rejelzés szempontjából a 4. fejezetben ismerettett módszerhez képest 
kevésbé kedvez�� eredményeket kaptunk, lehet��ségünk adódik az inga néhány fizikai paraméterének 
(pl. ingakar hossza, tehetetlenségi nyomaték, csillapítási tényez��, tükör-skála távolság, drift paramé-
terek) pontosabb megismerésére. 

 

11. ábra. A differenciális evolúciós módszerrel történ�� illesztés maradék ellentmondásai osztásegységben, 
az illesztés id��tartama szerint (5 perc és 40 perc között, 5 perces lépésekben) 

Geomatikai Közlemények XIII/2, 2010 



VÖLGYESI L, LAKY S, TÓTH GY 140 

6  Összefoglalás 

Tanulmányunkban bemutattuk, hogy ígéretes lehet��ség van az Eötvös-inga hosszú mérési idejének 
jelent��s csökkentésére a modern technika segítségével. A CCD érzékel��kkel rögzített mérési adato-
kat kiértékelve, és az inga részletes mechanikai és fizikai modelljét felhasználva a számításokhoz, 
megmutattuk, hogy elegend�� lehet az azimutonkénti 10 perces mérési id�� – a jelenlegi 40 perc he-
lyett – az ingakar nyugalmi helyzetéhez tartozó skálaleolvasás kell��en pontos becsléséhez. A 
2. táblázat illesztési adatai ugyanis azt mutatják, hogy nagyjából 10 perc után a vizsgált és sz�&réssel 
simított id��sor esetében a csillapodás utáni helyzet becslési eltérései már 1 skálaosztás-egység alat-
tiak. Ez a 4. és 9. ábrák tanúsága szerint körülbelül megegyezik azzal az id��vel, amikor az ingakar 
mozgási szögsebessége zérussá válik. Természetesen ahhoz, hogy ezt az eljárást rutinszer�&en tudjuk 
alkalmazni a jöv��ben a terepi Eötvös-inga mérések esetében, még további fejlesztésekre és vizsgála-
tokra van szükség. 

Köszönetnyilvánítás. Kutatásaink a 76231 sz. OTKA támogatásával folynak. Köszönettel tartozunk 
az Eötvös Loránd Geofizikai Intézetnek és Csapó Gézának az E-54 típusú ingával folytatott kísérle-
tek lehet��vé tételéért. 
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 Preliminary results of the re-measurement of Hungarian National Vertical Network in 
the first 3 polygons �± The re-levelling was started in 2006 and was accomplished in 3 polygons 
until now. This paper analyses the height- changes of levelling benchmarks during 3 decades (in-
cluding special recent crustal movement points). The typical movement is subsidence, which range 
is below 5 cm (in 65%) and between 5 and 10 cm (in 35%). The total re-measurement of levelling 
network is necessary because of the more accurate needs for application of GNSS technology in 
surveying. 

Keywords: Hungarian National Vertical Network, repeated precise levelling, surface movement 
 
Az EOMA �H�O�V���U�H�Q�G�&�� �K�i�O�y�]�D�W�i�Q�D�N�� �~�M�U�D�P�p�U�p�V�H�� ��������-�E�D�Q�� �N�H�]�G���G�|�W�W�� �p�V�� �H�]�L�G�i�L�J�� ���� �S�R�O�L�J�R�Q�E�D�Q�� �W�|�U�W�p�Q�W��
�P�H�J���� �$�� �F�L�N�N�� �D�� �V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L�� �D�O�D�S�S�R�Q�W�R�N�� ���N�|�]�W�•�N�� �D�� �N�p�U�H�J�P�R�]�J�i�V�L�� �F�p�O�O�D�O�� �O�p�W�U�H�K�R�]�R�W�W�� �.-�S�R�Q�W�R�N���� ���� �p�Y�Wized 
�D�O�D�W�W�� �Y�p�J�E�H�P�H�Q�W�� �P�D�J�D�V�V�i�J�L�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�D�L�W�� �H�O�H�P�]�L���� �$�� �S�R�Q�W�R�N�� �N�p�W�K�D�U�P�D�G�i�Q�i�O�� �V�•�O�O�\�H�G�p�V�� �W�D�S�D�V�]�W�Dl�K�D�W�y����
�D�P�H�O�\�Q�H�N���P�p�U�W�p�N�H������ %-ban 5 cm alatt, 35 %-ban 5-�������F�P���N�|�]�|�W�W���Y�D�Q�����$�]���~�M�U�D�P�p�U�p�V���I�R�O�\�W�D�W�i�V�D���D�]�p�U�W��
�L�V���V�]�•�N�V�p�J�H�V�����K�R�J�\���D���*�1�6�6���W�H�F�K�Q�L�N�D���Q�D�J�\�R�E�E���S�R�Q�W�R�V�V�i�J�J�D�O���O�H�J�\�H�Q���D�O�N�D�O�P�D�]�K�D�W�y���D���J�H�R�G�p�]�L�D�L���J�\�D�N�Rr-
latban. 
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�E�H�O�•�O��ad-�K�R�F���E�L�]�R�W�W�V�i�J���D�O�D�N�X�O�W�����D�P�H�O�\���D�M�i�Q�O�i�V�R�N�D�W���I�R�J�D�O�P�D�]�R�W�W���P�H�J �D���W�p�P�i�E�D�Q�����0�L�K�i�O�\���H�W���D�O��������������. 
�$�]���(�2�0�$���~�M�U�D�P�p�U�p�V�p�U�H���D���)�g�0�,���N�|�]�E�H�V�]�H�U�]�p�V�L���S�i�O�\�i�]�D�W�R�W���t�U�W���N�L�����D�P�H�O�\�H�W, �P�L�Q�W���I���Y�i�O�O�D�O�N�R�]�y, a Geo-
�G�p�]�L�D���=�U�W�����Q�\�H�U�W���P�H�J�����p�V���D���P�X�Q�N�i�E�D���D�O�Y�i�O�O�D�O�N�R�]�y�N�p�Q�W���D���3�p�F�V�L���*�H�R�G�p�]�L�D���.�I�W-t vonta be. 

�$�]�� �(�2�0�$�� �~�M�U�D�P�p�U�p�V�H�� ���U�|�Y�L�G�H�Q���� �(�2�0�$�� ������ �H�S�R�F�K�D���� �D�� �.�H�O�H�W-�0�D�J�\�D�U�R�U�V�]�i�J�� �p�V�]�D�N�L�� �U�p�V�]�p�W�� �O�H�I�H�G����
8-as, 9-�H�V���p�V������-�H�V���S�R�O�L�J�R�Q�E�D�Q���L�Q�G�X�O�W���P�H�J�����������i�E�U�D�������D���P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W���U�|�Y�L�G�t�W�p�V�H����KMO. 
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�J�R�Q���L�J�H�Q���Q�D�J�\���N�H�U�•�O�H�W�&�����H�]�p�U�W���D���P�R�V�W�D�Q�L���P�p�U�p�V�N�R�U���H�]�H�N�H�W���N�p�W�����H�U�H�G�H�W�L�O�H�J���P�i�V�R�G�U�H�Q�G�&�N�p�Q�W���P�p�U�W���Y�R�Q�Dl-
�O�D�O�� �N�H�W�W�p�V�]�H�O�W�p�N���� �$�� �P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W�� �p�V�]�D�N�L�� �U�p�V�]�p�Q�H�N�� �V�]�L�Q�W�H�]�p�V�p�W���± �D�P�L�� �D�� ������ �p�V�� �������� �S�R�O�L�J�R�Q�� �p�V�]�D�N�L�� �I�H�O�p�W��
jelentette �± 2007-2008-�E�D�Q�� �Y�p�J�H�]�W�p�N���� �H�]�W�� �D�� �P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W�H�W�� �.�0�2��-�J�\�H�O�� �M�H�O�|�O�L�N���� �$�� �V�]�y�E�D�Q�I�R�U�J�y�� �K�i��
�U�R�P���H�O�V���U�H�Q�G�&���S�R�O�L�J�R�Q���W�R�Y�i�E�E�L���W�H�U�•�O�H�W�H�L�Q�H�N���P�p�U�p�V�p�U�H�����D�P�L���D���������p�V�����������S�R�O�L�J�R�Q���G�p�O�L���I�H�O�p�W���p�V���D���W�H�O�M�H�V��������
poligont jelenti) 2008-2009-�E�H�Q���N�H�U�•�O�W���V�R�U�����H�Q�Q�H�N���D���P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W�Q�H�N���D���M�H�O�|�O�p�V�H���.�0�2���� 

�$�� �P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W�H�Q�� �D�]�� �H�O�V���U�H�Q�G�&�� �V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L�� �Y�R�Q�D�O�D�N�� �V�]�i�P�R�]�i�V�i�W�� �P�H�J�W�D�U�W�R�W�W�i�N���� �D�� �N�p�W���� �H�U�H�G�H�W�L�O�H�J��
�P�i�V�R�G�U�H�Q�G�&���Y�R�Q�D�O���V�]�i�P�D���S�H�G�L�J���D���S�R�O�L�J�R�Q�Q�D�N���P�H�J�I�H�O�H�O���H�Q���H�E�E�H�Q���D���P�X�Q�N�i�E�D�Q���D����-�H�V���p�V������-�H�V���V�]�i�P�R�W��
kapta (������ �i�E�U�D������ �(�]�� �X�W�y�E�E�L�� �N�p�W�� �Y�R�Q�D�O�V�]�i�P�� �W�H�K�i�W�� �Q�H�P�� �D�]�R�Q�R�V�� �D�]�� �(�2�0�$���� �D�]�R�Q�R�V�D�Q�� �M�H�O�|�O�W�� �H�O�V���U�H�Q�G�&��
vo�Q�D�O�i�Y�D�O���� �H�]�p�U�W�� �P�H�J�N�•�O�|�Q�E�|�]�W�H�W�p�V�•�O�� �]�i�U�y�M�H�O�E�H�Q�� �X�W�D�O�R�N�� �D�U�U�D���� �K�R�J�\�� �H�]�� �H�U�H�G�H�W�L�O�H�J�� �P�i�V�R�G�U�H�Q�G�&�� �Y�R�Q�D�O����
�$�� �.�0�2���� �P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W�K�H�]�� �W�D�U�W�R�]�R�W�W�� �D�� �����,�,�������� �������,�,�������� ���������� �������� �Y�R�Q�D�O�� �p�V�� �D�� ��4-�H�V�� �Y�R�Q�D�O�� �p�V�]�D�N�L�� �U�p�V�]�H��
�����������������$���.�0�2�����P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W�K�H�]���W�D�U�W�R�]�R�W�W���D�������������������������������������������������������������Y�R�Q�D�O���p�V���D������-�H�V���Y�R�Q�D�O���G�p�O�L��
�U�p�V�]�H���������������� 

�$�]���������W�i�E�O�i�]�D�W�E�y�O���O�i�W�K�D�W�y�����K�R�J�\���W�|�E�E���P�L�Q�W�������������V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L���D�O�D�S�S�R�Q�W���P�p�U�p�V�p�U�H���N�H�U�•�O�W���V�R�U�����������Garab, 
�|�V�V�]�H�V�H�Q�� ���������� �N�L�O�R�P�p�W�H�U�Q�\�L�� �Y�R�Q�D�O�D�W�� �P�p�U�W�H�N���� �H�J�\�� �V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L�� �V�]�D�N�D�V�]�� �i�W�O�D�J�R�V�D�Q�� �������� �P�p�W�H�U�� �K�R�V�V�]�~���� �D��
�P�p�U�W���S�R�Q�W�R�N���K�i�U�R�P�Q�H�J�\�H�G�H���D�]o�Q�R�V���Y�R�O�W���D���U�p�J�L�Y�H�O�����D�]�D�]���D���S�R�Q�W�R�N���H�J�\�Q�H�J�\�H�G�H���S�X�V�]�W�X�O�W���H�O�� 
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1. �i�E�U�D�����$���.�0�2���P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W���]�i�U�W���S�R�O�L�J�R�Q�M�D�L�����D�]�R�N���]�i�U�y�K�L�E�i�L���p�V���K�L�E�D�K�D�W�i�U�D�L���P�P���H�J�\�V�p�J�E�H�Q�� 

Az �H�U�H�G�H�W�L���H�O�V���U�H�Q�G�&���S�R�O�L�J�R�Q�R�N���Y�D�V�W�D�J���V�]�i�P�P�D�O���L�O�O�H�W�Y�H���N�|�U�U�H�O���Y�D�Q�Q�D�N���M�H�O�|�O�Y�H�����]�i�U�y�K�L�E�i�L�N���V�]�•�U�N�H���P�H�]���E�H�Q 

�+�i�U�R�P���p�Y�W�L�]�H�G���H�O�W�H�O�W�p�Y�H�O���P�R�V�W���N�H�U�•�O�W���H�O���V�]�|�U���V�R�U���Q�D�J�\�R�E�E���W�H�U�•�O�H�W�H�Q���D�]���(�2�0�$���~�M�U�D�P�p�U�p�V�p�U�H�����N�R�U�ib-
�E�D�Q���F�V�D�N���U�|�Y�L�G�H�E�E���Y�R�Q�D�O-�G�D�U�D�E�R�N���L�V�P�p�W�H�O�W���V�]�L�Q�W�H�]�p�V�H���W�|�U�W�p�Q�W���P�H�J�����S�p�O�G�i�X�O���%�H�U�K�L�G�D�����0�y�U���Y�D�J�\���.�R�P�i��
�U�R�P���W�p�U�V�p�J�p�E�H�Q���� 

�0�R�V�W���Y�i�O�W���H�O���V�]�|�U���Y�L�]�V�J�i�O�K�D�W�y�Y�i���Q�D�J�\�R�E�E���W�|�P�H�J�E�H�Q���D���N�L�P�R�Q�G�R�W�W�D�Q���N�p�U�H�J�P�R�]�J�i�V�L���F�p�O�O�D�O���O�p�W�U�H�Ko-
�]�R�W�W�� �S�R�Q�W�R�N�� �P�D�J�D�V�V�i�J�i�Q�D�N�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�D���� ���(�� �S�R�Q�W�W�t�S�X�V�� �K�L�Y�D�W�D�O�R�V�� �Q�H�Y�H�� �.�|�]�E�H�Q�V���� �.�p�U�H�J�P�R�]�J�i�V�L�� �3�R�Q�W���± 
KKP, de nevezik K-pontn�D�N���L�V�������(�]�H�N���D���N�p�U�G�p�V�H�N���V�]�H�P�p�O�\�H�V�H�Q���L�V���Q�D�J�\�R�Q���p�U�G�H�N�H�O�W�H�N�����7�D�Q�X�O�P�i�Q�\�Rm-
�E�D�Q�� �V�]�H�U�H�W�Q�p�P�� �E�H�P�X�W�D�W�Q�L�� �D�� �N�p�W�� �P�p�U�p�V�L�� �L�G���S�R�Q�W�� �N�|�]�|�W�W�� �P�X�W�D�W�N�R�]�y�� �P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�D�W�� �D�]�� �D�]�R�Q�R�V��
�S�R�Q�W�R�N�E�D�Q�� �p�V�� �H�]�H�N�� �W�H�U�•�O�H�W�L�� �H�O�R�V�]�O�i�V�i�W���� �7���O�H�P�� �W�H�O�M�H�V�H�Q�� �I�•�J�J�H�W�O�H�Q�•�O�� �9�L�U�i�J�� �*�i�E�R�U�� �D�� �)�g�0�,�� �.�*�2-ban 
s�R�N���W�H�N�L�Q�W�H�W�E�H�Q���K�D�V�R�Q�O�y���Y�L�]�V�J�i�O�D�W�R�N�D�W���Y�p�J�]�H�W�W�����9�L�U�i�J��������1). �Ë�J�\���W�H�O�M�H�V�•�O�W���D�]���D�G-�K�R�F���E�L�]�R�W�W�V�i�J���D�M�i�Q�O�i��
�V�D���� �D�P�H�O�\�� �V�]�H�U�L�Q�W�� �D�� �N�p�V���E�E�L�� �K�i�O�y�]�D�W�N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V�W�� �N�p�W�� �L�Q�W�p�]�P�p�Q�\�E�H�Q���� �H�J�\�P�i�V�W�y�O�� �I�•�J�J�H�W�O�H�Q�•�O�� �N�H�O�O�� �Y�p��
gezni. 

 
�������i�E�U�D�����$���.�0�2���P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W���V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L���Y�R�Q�D�O�D�L 
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1. t�i�E�O�i�]�D�W�� A KMO vonalak statisztikai adatai 

vonal  
�V�]�i�P�D 

pontok 
sz�ima (db) 

vonal 
hossza (km) 

�V�]�D�N�D�V�]���i�W�Oagos 
hossza (km) 

�U�p�J�L���S�R�Q�W�R�N�� 
ar�inya (%) 

9 (II) 167 121,4 0,7 66 
10 (II) 139 113,7 0,8 81 

17 196 134,0 0,7 85 
19 65 46,1 0,7 78 
20 140 114,1 0,8 75 
21 291 212,8 0,7 77 
22 97 78,2 0,8 69 
23 428 301,5 0,7 75 
24 116 90,6 0,8 72 
25 413 283,1 0,7 73 
26 206 152,4 0,7 68 

�|�V�V�]�H�V�H�Q�� 2258 1650,6 0,75 75 

�������$���Y�L�]�V�J�i�O�D�W���D�O�D�S�D�G�D�W�D�L 

�$���.�0�2���P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W���~�M���V�]�D�E�D�W�R�V���V�]�L�Q�W�H�]�p�V�p�Q�H�N���P�X�Q�N�D�U�p�V�]�H�L�W���U�p�V�]�E�H�Q���D���)�g�0�,���.�|�]�S�R�Q�W�L���$�G�D�W�W�i�U�i��
�E�y�O���� �U�p�V�]�E�H�Q���D�� �*�H�R�G�p�]�L�D�� �=�U�W-�W���O���V�]�H�U�H�]�W�H�P�� �E�H���� �D�]�� �D�G�D�W�R�N�p�U�W���H�]�~�W�R�Q���L�V�� �N�|�V�]�|�Q�H�W�H�W���P�R�Q�G�R�N���� �$�� �Y�R�Q�D�O��
�|�V�V�]�H�i�O�O�t�W�i�V�R�N�� �(�[�F�H�O�� �W�i�E�O�i�]�D�W�E�D�Q�� �N�p�V�]�•�O�W�H�N���� �V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L�� �V�]�D�N�D�V�]�R�Q�N�p�Q�W�� �I�H�O�W�•�Q�W�H�W�Y�H�� �D�]�� �R�G�D- �p�V�� �Y�L�V�V�]�D��
�V�]�L�Q�W�H�]�p�V�E���O���V�]�i�U�P�D�]�y�����K���P�p�U�V�p�N�O�H�W�L���M�D�Y�t�W�i�V�V�D�O���H�O�O�i�W�R�W�W�����P�D�J�D�V�V�i�J�N�•�O�|�Q�E�V�p�J�H�W�����D�]���p�V�]�O�H�O�p�V�L���G�L�I�I�H�U�H�Q��
�F�L�i�W�����D���V�]�D�N�D�V�]���Q�R�U�P�i�O���M�D�Y�t�W�i�V�i�Q�D�N���p�V���D�V�]�W�U�R�Q�y�P�L�D�L���M�D�Y�t�W�i�V�i�Q�D�N���p�U�W�p�N�p�W�����Y�p�J�•�O���S�H�G�L�J���D���M�D�Y�t�W�R�W�W���P�D�J�D�V��
�V�i�J�N�•�O�|�Q�E�V�p�J�H�W���� �8�J�\�D�Q�H�]�H�Q�� �p�U�W�p�N�H�N�H�W�� �D�]�� �~�Q���� �N�p�U�H�J�P�R�]�J�i�V�L�� �V�]�D�N�D�V�]�R�N�U�D�� ���.-�S�R�Q�W�R�N�� �N�|�]�|�W�W�L�� �V�]�D�N�D��
szokra) is kim�X�W�D�W�W�i�N�� �D�� �W�i�E�O�i�]�D�W�R�N�E�D�Q���� �9�L�]�V�J�i�O�D�W�D�L�P�E�D�Q�� �D�� �V�]�D�N�D�V�]�R�N�� �p�V�� �D�� �N�p�U�H�J�P�R�]�J�i�V�L�� �V�]�D�Naszok 
jav�t�W�R�W�W�� �P�D�J�D�V�V�i�J�N�•�O�|�Q�E�V�p�J�p�W�� �K�D�V�]�Q�i�O�W�D�P�� �I�H�O�� �D�O�D�S�D�G�D�W�N�p�Q�W���� �,�W�W�� �P�H�J�M�H�J�\�]�H�P���� �K�R�J�\�� �9�L�U�i�J�� �*�i�E�R�U�� �D��
�Q�\�H�U�V���P�D�J�D�V�V�i�J�N�•�O�|�Q�E�V�p�J�H�N�E���O���L�Q�G�X�O�W���N�L�����D�]�������Y�L�]�V�J�i�O�D�W�D�L���D���P�p�U�p�V�U�H���L�V���N�L�W�H�U�M�H�G�W�H�N�� 

�$���P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W�H�Q���N�L�J�\�&�M�W�|�W�W�p�N���D�]���(�2�0�$�������p�V���(�2�0�$�������H�S�R�F�K�D���D�]�R�Q�R�V�Q�D�N���W�H�N�L�Q�W�K�H�W�����S�R�Q�W�M�Dinak 
�Ä�U�p�J�L�´���P�D�J�D�V�V�i�J�D�L�W�����H�U�U�H���D�]���(�2�0�$���S�R�Q�W�V�]�i�P�R�]�i�V�L���P�y�G�V�]�H�U�H���O�H�K�H�W���V�p�J�H�W���D�G�����K�L�V�]�H�Q���D���S�R�Q�W�D�]�R�Q�R�V�t�W�y��
�E�D�Q�� �V�]�H�U�H�S�O���� �M�H�O�]���V�]�i�P�� �D�]�� �i�O�O�D�Q�G�y�V�t�W�i�V�� �H�U�H�G�H�W�L�V�p�J�p�U�H�� �X�W�D�O���� �7�D�Q�X�O�P�i�Q�\�R�]�W�D�P�� �D�]�� �(�2�0�$�� ���� �H�U�H�G�H�W�L��
�N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V�L�� �M�H�J�\�]���N�|�Q�\�Y�p�W���� �H�E�E���O�� �D�� �P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W�U�H�� �H�V���� �I���D�O�D�S�S�R�Q�W�R�N�� �P�D�J�D�V�V�i�J�i�W�� �Y�H�W�W�H�P�� �i�W�� ��������
�W�i�E�O�i�]�D�W, 3. oszlop). 

�������W�i�E�O�i�]�D�W�� �$���.�0�2���W�H�U�•�O�H�W�p�Q���H�O�K�H�O�\�H�]�N�H�G�����I���D�O�D�S�S�R�Q�W�R�N���D�]�R�Q�R�V�t�W�y�L�����S�R�Q�W�K�L�E�i�L valamint �H�U�H�G�H�W�L���P�D�J�D�V�V�i�J�X�N���Y�i�O�W�R�]�i�V�D�� 
�K�D���D�]���~�M�U�D�P�p�U�p�V���N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V�p�E�H�Q���D���6�]�Dr�Y�D�V�N�����S�R�Q�W�R�W���W�H�N�L�Q�W�M�•�N���D�G�R�W�W�Q�D�N 

�I���D�O�D�S�S�R�Q�W�� 
neve 

EOMA  
�S�R�Q�W�V�]�i�P 

EOMA1  
magas�V�i�J�����P�� 

�P�D�J�D�V�V�i�J-
�Y�i�O�W�R�]�i�V�����P�� 

ponthiba 
(mm) 

�.�H�F�V�N�H�P�p�W 0000021-1 115,82252 �±0,029 3,0 
Kunhegyes 0000026-1 87,67066 �±0,044 2,2 
�+�D�M�G�~�E�|�V�]�|�U�P�p�Q�\ 0000028-1 119,74808 �±0,070 2,7 
�1�\�t�U�i�E�U�i�Q�\ 0000029-1 136,07842 �±0,062 3,2 
�0�i�W�p�V�]�D�O�N�D 0000030-1 120,04254 �±0,040 3,4 
�.�L�V�Y�i�U�G�D 0000031-1 103,28639 �±0,023 3,3 
Tokaj 0000032-1 100,82650 +0,019 2,5 
Baksipart 0000033-1 105,25093 +0,007 2,7 
�7�H�O�N�L�E�i�Q�\�D 0000034-1 243,29294 +0,003 2,8 
�6�D�M�y�J�D�O�J�y�F 0000035-1 144,01086 +0,002 1,9 
Szar�Y�D�V�N�� 0000036-3 206,14921   0,000  
�1�y�J�U�i�G�V�]�D�N�i�O 0000037-1 164,40887 +0,026 2,6 
�%�|�U�]�V�|�Q�\ 0000038-1 248,24277 +0,013 2,9 
�/�H�W�N�p�V 0000039-3 109,66369 +0,022 2,8 
Dunakeszi 0000040-1 124,21806 +0,010 2,5 
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�$���P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W�H�Q���N�p�W�I�p�O�H���W�t�S�X�V�~���I���D�O�D�S�S�R�Q�W���W�D�O�i�O�K�D�W�y�� �D���K�H�J�\�Y�L�G�p�N�L���U�p�V�]�H�N�H�Q���~�Q�����V�]�L�N�O�i�V���S�R�Q�W�����D�Pe-
�O�\�H�N���]�|�P�p�W���D�]����������-�H�V���p�Y�H�N���H�O�H�M�p�Q�����D�]���~�Q�����%�H�Q�G�H�I�\-�I�p�O�H���K�i�O�y�]�D�W�E�D�Q���W�H�O�H�S�t�W�H�W�W�p�N�����$�]���D�O�I�|�O�G�L���U�pszeken 
�D�]���(�2�0�$���~�M���W�t�S�X�V�~���P�p�O�\�D�O�D�S�R�]�i�V�~���I�~�U�W���E�H�W�R�Q�F�|�O�|�S�|�V���i�O�O�D�Q�G�y�V�t�W�i�V�L���P�y�G�M�i�W���D�O�N�D�O�P�Dz�W�i�N�����$�]���(�2�0�$��
1982-�E�H�Q���N�H�O�W���P�&�V�]�D�N�L���O�H�t�U�i�V�D���D�O�D�S�M�i�Q���P�H�J�i�O�O�D�S�t�W�K�D�W�y�����K�R�J�\���D���N�p�U�G�p�V�H�V���W�H�U�•�O�H�W�H�Q���D���I�~�U�W���Ee�W�R�Q�F�|�O�|�S�|�N��
�i�W�O�D�J�R�V���P�p�O�\�V�p�J�H���������P�p�W�H�U�����G�H���D���G�X�Q�D�N�H�V�]�L���S�R�Q�W���H�V�H�W�p�E�H�Q���S�p�O�G�i�X�O���������P�pter. 

�(�O�O�H�Q���U�]�p�V���F�p�O�M�i�E�y�O���H�O���V�]�|�U���D���Y�R�Q�D�O�D�N���P�D�J�D�V�V�i�J�N�•�O�|�Q�E�V�p�J�H�L�E���O���]�i�U�W���N�|�U�|�N�H�W���D�O�D�N�t�W�R�W�W�D�P���N�L�����V�]�i��
�P�t�W�Rttam a poligon-�]�i�U�y�K�L�E�i�N�D�W���� �p�V�� �|�V�V�]�H�Y�H�W�H�W�W�H�P�� �D�]�R�N�D�W�� �D�� �Y�R�Q�D�W�N�R�]�y�� �H�O�V���U�H�Q�G�&�� �K�L�E�D�K�D�W�i�U�U�D�O 
(1. �i�E�U�D�������$���V�]�L�J�R�U�~���K�L�E�D�K�D�W�i�U�Q�D�N���D���P�X�Q�N�D���P�H�J�I�H�O�H�O�W�� 

�������$���.�0�2���N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V�H���p�V���D���.-�S�R�Q�W�R�N���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�D 

�$�� �N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V�W�� �H�O���V�]�|�U�� �D�]�� �|�V�V�]�H�V�� �I���D�O�D�S�S�R�Q�W�� �U�p�J�L�� �P�D�J�D�V�V�i�J�i�Q�D�N�� �P�H�J�N�|�W�p�V�p�Y�H�O�� �Y�p�J�H�]�W�H�P���� �i�P�� �D�]��
�H�U�H�G�P�p�Q�\�� �D�]�W�� �P�X�W�D�W�W�D���� �K�R�J�\�� �D�]�� �|�V�V�]�H�V�� �I���D�O�D�S�S�R�Q�W�� �P�R�]�G�X�O�D�W�O�D�Q�V�i�J�i�Q�D�N�� �I�H�O�W�p�W�H�O�H�]�p�V�H�� �Q�H�P�� �U�H�i�O�L�V���� �$��
�N�|�Y�H�W�N�H�]���N�E�H�Q�� �F�V�D�N�� �H�J�\�H�W�O�H�Q�� �S�R�Q�W�� �P�D�J�D�V�V�i�J�i�W�� �U�|�J�]�t�W�H�W�W�H�P���� �D�� �P�X�Q�N�D�W�H�U�•�O�H�W�� �N�|�]e�S�p�Q�� �H�O�K�H�O�\�H�]�N�H�G������
������ �p�Y�H�� �i�O�O�D�Q�G�y�V�t�W�R�W�W���6�]�D�U�Y�D�V�N���� �V�]�L�N�O�i�V�� �S�R�Q�W�p�W���������� �Y�i�O�W�R�]�D�W�������$�� �N�p�U�H�J�P�R�]�J�i�V�L�� �V�]�D�N�D�V�]�R�N���M�D�Y�t�W�R�W�W���Pa-
�J�D�V�V�i�J�N�•�O�|�Q�E�V�p�J�H���p�V���D���N�p�U�H�J�P�R�]�J�i�V�L���V�]�D�N�D�V�]�R�N���K�R�V�V�]�D���Y�R�O�W���D���N�L�L�Q�G�X�O�y���D�G�D�W�����$���V�]�i�P�t�W�i�V�W���D���N�D�U�Xnkon 
�I�H�M�O�H�V�]�W�H�W�W�� �6�]�L�Q�W�K�D�O�� �Q�H�Y�&�� �V�]�R�I�W�Y�H�U�U�H�O�� �Y�p�J�H�]�W�H�P�� ���*�\�H�Q�H�V�� �p�V�� �.�X�O�F�V�i�U�� �������������� �D�� �V�]�D�Na�V�]�R�N�� �K�R�V�V�]�i�Q�D�N��
reciprok�i�W���W�H�N�L�Q�W�Y�H���V�~�O�\�Q�D�N�����$���V�]�L�Q�W�H�]�p�V���N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V���H�O���W�W�L���N�|�]�p�S�K�L�E�i�M�i�W�������������P�P-nek vettem fel, az 
�H�J�\�V�p�J�Q�\�L���V�~�O�\�K�R�]���W�D�U�W�R�]�y���W�i�Y�R�O�V�i�J�������N�P�����(�]�H�Q���Y�i�O�W�R�]�D�W���D�O�D�S�M�i�Q���D���I���D�O�D�S�S�R�Q�W�R�N���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�D�L�W��
�p�V���N�|�]�p�S�K�L�E�i�L�W���D���������W�i�E�O�i�]�D�W���W�Drtalmazza. �$���S�R�Q�W�K�L�E�i�N���Q�p�J�\�]�H�W�H�V���itlaga itt 2,7 mm. 

�(�J�\���N�|�Y�H�W�N�H�]�����P�H�J�R�O�G�i�V�E�D�Q���D���U�p�J�L���K�i�O�y�]�D�W�K�R�]���Y�D�O�y���P�L�Q�p�O���M�R�E�E���L�O�O�H�V�]�N�H�G�p�V�W���V�]�H�U�H�W�W�H�P���Y�R�O�Q�D���H�O�pr-
�Q�L�����H�]�p�U�W�������K�H�O�\�H�W���N�|�W�|�W�W�H�P���P�H�J�����%�D�N�V�L�S�D�U�W�����%�|�U�]�V�|�Q�\�����'�X�Q�D�N�H�V�]�L�����6�]�D�U�Y�D�V�N�����p�V���7�R�N�D�M�������9�D�O�y�M�i�E�D�Q������
�S�R�Q�W�� �P�D�J�D�V�V�i�J�D�� �O�H�W�W�� �D�G�R�W�W�� �D�� �N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V�E�H�Q���� �P�L�Y�H�O�� �%�|�U�]�V�|�Q�\�� �N�p�W�� �H�J�\�P�i�V�� �P�H�O�O�H�W�W�L�� �S�R�Q�W�W�D�O�� ������-���� �p�V��
38-�������Y�H�V�]���U�p�V�]�W���D���V�]�i�P�t�W�i�V�E�D�Q���� 

�$�� ������ �W�i�E�O�i�]�D�W�E�y�O�� �O�i�W�K�D�W�y���� �K�R�J�\�� �N�|�]�H�O�� �������� �G�D�U�D�E�� �.-�S�R�Q�W�� �P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�i�V�i�U�D�� �N�H�U�•�O�W�� �V�R�U���� �H�J�\�� �N�p�U�Hg-
�P�R�]�J�i�V�L���V�]�D�N�D�V�]���i�W�O�D�J�R�V�D�Q�����������N�P-�H�V�����$���V�]�L�Q�W�H�]�p�V���N�L�O�R�P�p�W�H�U�H�V���N�|�]�p�S�K�L�E�i�M�D�����������P�P-ne�N���D�G�y�G�R�W�W���D�]��
�������Y�i�O�Wozatban�����D�P�L���|�V�V�]�K�D�Q�J�E�D�Q���Y�D�Q���D���K�D�V�]�Q�i�O�W���P�&�V�]�H�U�����'�1�$�������G�L�J�L�W�i�O�L�V���V�]�L�Q�W�H�]�������J�\�i�U�L���S�R�Q�W�R�V�V�i�J�L��
adat�ival. 

�$���W�R�Y�i�E�E�L���Y�L�]�V�J�i�O�D�W�R�N���D�O�D�S�M�i�X�O���D���������Y�i�O�W�R�]�D�W�R�W���W�H�N�L�Q�W�H�W�W�H�P�����g�V�V�]�H�Y�H�W�H�W�W�H�P���D���.-�S�R�Q�W�R�N���~�M���N�L�H�J�\�Hn-
�O�t�W�p�V�E���O���N�D�S�R�W�W���P�D�J�D�V�V�i�J�i�W���D�]���(�2�0�$���������H�S�R�F�K�D���L�G�H�M�p�Q���P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�R�W�W���p�U�W�p�N�N�H�O�����$���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i��
�V�R�N�D�W���W�H�U�•�O�H�W�L���H�O�R�V�]�O�i�V�E�D�Q���D���������i�E�U�D���P�X�W�D�W�M�D���� 

�$�]���i�E�U�D���H�J�\�p�U�W�H�O�P�&�H�Q���M�H�O�]�L�����K�R�J�\���D���U�|�J�]�t�W�H�W�W���S�R�Q�W�R�N�K�R�]���Y�L�V�]�R�Q�\�t�W�Y�D���D���K�H�J�\�Y�L�G�p�N�L���S�R�Q�W�R�N���]�|�P�p��
�E�H�Q���H�P�H�O�N�H�G�W�H�N�����P�t�J���D���V�t�N�Y�L�G�p�N�L�H�N���S�H�G�L�J���V�•�O�O�\�H�G�W�H�N�����6�]�i�P�V�]�H�U�&�H�Q�����D���P�L�Q�W�H�J�\�����������G�D�U�D�E���.�.�3���H�Jy-
�K�D�U�P�D�G�D���H�P�H�O�N�H�G�H�W�W�����H�Q�Q�H�N���P�p�U�W�p�N�H���i�W�O�D�J�R�V�D�Q���������P�P�������N�p�W�K�Dr�P�D�G�D���V�•�O�O�\�H�G�W�����i�W�O�D�J�R�Van 42 mm-t).  

�$�� �V�•�O�O�\�H�G�p�V�W�� �P�X�W�D�W�y�� �P�L�Q�W�H�J�\�� �������� �S�R�Q�W�E�y�O�� ������-�Q�i�O�� ���� �F�P�� �D�O�D�W�W�L�� �D�� �P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V���� ����-�Q�p�O�� ��-10 
�F�P���N�|�]�|�W�W�L�����������G�D�U�D�E���S�R�Q�W�Q�i�O���S�H�G�L�J���������F�P-�Q�p�O���L�V���Q�D�J�\�R�E�E�����P�D�[�L�P�i�O�L�V�D�Q���������F�P�������6�]�i�]�D�O�p�N�R�V�D�Q���N�L�Ie-
�M�H�]�Y�H�����D���V�•�O�O�\�H�G�p�V���P�p�U�W�p�N�H���D���S�R�Q�W�R�N����������-�i�Q�i�O�������F�P-en, 95 %-�i�Q�i�O���������F�P-�H�Q���E�H�O�•�O���Y�D�Q�����$�]���H�P�H�O�Ne-
�G�p�V���P�p�U�W�p�N�H���D���S�R�Q�W�R�N����������-�i�Q�i�O�������F�P���D�O�D�W�W������������-�i�Q�i�O�������F�P���D�O�D�W�W���P�D�U�D�G�� 

�e�U�G�H�P�H�V�� �N�L�H�P�H�O�Q�L���� �K�R�J�\�� �D�� �N�|�]�E�H�Q�V���� �N�p�U�H�J�P�R�]�J�i�V�L�� �S�R�Q�W�R�N�� �S�R�Q�W�M�H�O�H�� �D�� �I�H�O�V�]�t�Q�� �D�O�D�W�W�� �P�L�Q�W�H�J�\�� ��������
�P�p�W�H�U�U�H���K�H�O�\�H�]�N�H�G�L�N���H�O�����D���W�D�O�D�M�Y�t�]- �p�V���I�D�J�\�K�D�W�i�V���V�H�P�O�H�J�H�V�t�W�p�V�p�U�H�����H�J�\�����W�L�S�L�N�X�V�D�Q����-�����P�p�W�H�U���P�p�O�\�V�p�J�&��
�I�~�U�W���E�H�W�R�Q�F�|�O�|�S�E�H�Q�����0�R�V�W���Y�D�Q���H�O���V�]�|�U���D�O�N�D�O�R�P���L�O�\�H�Q���Q�D�J�\���P�H�Q�Q�\�L�V�p�J�&�����V�S�H�F�L�i�O�L�V���i�O�O�D�Q�G�y�V�t�W�i�V�~���S�R�Qt-
�Q�i�O���N�L�P�X�W�D�W�Q�L���D���K�i�U�R�P���p�Y�W�L�]�H�G���D�O�D�W�W���E�H�N�|�Y�H�W�N�H�]�H�W�W���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�D�W��  �$���S�R�Q�W�K�L�E�i�N���p�V���D�]���H�O�P�Rz-
�G�X�O�i�V�R�N�� �Q�D�J�\�V�i�J�i�Q�D�N�� �H�J�\�E�H�Y�H�W�p�V�H�� �D�U�U�D�� �X�W�D�O���� �K�R�J�\�� �D�� �S�R�Q�W�R�N�� �P�D�J�D�V�V�i�J�D�� �D�� �U�|�J�]�t�W�H�W�W�� �S�R�Q�W���R�N���K�R�]�� �Yi-
�V�]�R�Q�\�t�W�Y�D���V�]�L�J�Q�L�I�L�N�i�Q�V�D�Q���P�H�J�Y�i�O�W�R�]�R�Wt. 

�������W�i�E�O�i�]�D�W�� �.�p�W���N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V�L���Y�i�O�W�R�]�D�W���M�H�O�O�H�P�]�����E�H�P�H�Q�����p�V���N�L�P�H�Q�����D�G�D�W�D�L 

�M�H�O�O�H�P�]�����D�G�D�W �������Y�i�O�W�R�]�D�W �������Y�i�O�W�R�]�D�W 
�D�G�R�W�W���S�R�Q�W�R�N���V�]�i�P�D 1 db 6 db 
�~�M���S�R�Q�W�R�N���V�]�i�P�D 302 db 297 db 
�i�W�O�D�J�R�V���N�p�U�H�J�P�R�]�J�i�V�L���V�]�D�N�D�V�]-hossz 5,3 km 5,3 km 
�N�L�O�R�P�p�W�H�U�H�V���N�|�]�p�S�K�L�E�D 0,29  mm 0,65 mm 
�S�R�Q�W�K�L�E�i�N���Q�p�J�\�]�H�W�H�V���i�W�O�D�J�D 2,7 mm 4,2 mm 



AZ EOMA �Ò�-�5�$�0�e�5�e�6�e�1�(�.���(�/���=�(�7�(�6���(�5�(�'�0�e�1�<�(�,���$�=���(�/�6�����+�È�5�2�0���3�2�/�,�*�2�1�%�$�1 
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�������i�E�U�D����A K-�S�R�Q�W�R�N���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�D���D KMO �������p�V���������P�p�U�p�V�H���N�|�]�|�W�W 

4  �$���V�]�D�N�D�V�]�Y�p�J�S�R�Q�W�R�N���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�i�Q�D�N���H�O�H�P�]�p�V�H 

A �W�R�Y�i�E�E�L�D�N�E�D�Q���H�O�I�R�J�D�G�W�D�P���D���.-�S�R�Q�W�R�N���P�D�J�D�V�V�i�J�i�W���D�G�R�W�W�Q�D�N���p�V���H�J�\�H�Q�N�p�Q�W���H�O�Y�p�J�H�]�W�H�P���D���V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L��
�Y�R�Q�D�O�D�N���N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V�p�W�����$�� �N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V�� �S�D�U�D�P�p�W�H�U�H�L�� �X�J�\�D�Q�D�]�R�N���Y�R�O�W�D�N���� �P�L�Q�W���D�� �.�.�3-�N�� �H�V�H�W�p�E�H�Q����K�p��
peztem a szakasz-�Y�p�J�S�R�Q�W�R�N�� ���6�=�9�3���� �~�M�� �p�V�� �H�U�H�G�H�W�L��(1970-�H�V�� �p�Y�H�N�E�H�O�L�����P�D�J�D�V�V�i�J�i�Q�D�N�� �N�•�O�|�Q�E�V�p�J�p�W, 
�W�H�U�P�p�V�]�H�W�H�V�H�Q���F�V�D�N���D�]�R�Q���S�R�Q�W�R�N�Q�i�O�����D�P�H�O�\�H�N���D�]�R�Q�R�V�Q�D�N���W�H�N�L�Q�W�K�H�W���N�����$���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�D�W���W�p�U�N�p��
�S�H�Q���i�E�U�i�]�R�O�W�D�P�����N�•�O�|�Q���M�H�O�|�O�Y�H���D�]���H�P�H�O�N�H�G�p�V�W���p�V���V�•�O�O�\�H�G�p�V�W�����$�]���t�J�\���N�D�S�R�W�W���������i�E�U�D���K�D�V�R�Q�O�y���W�H�Q�G�H�Q�F�L�i�W��
mutat, mint a K-�S�R�Q�W�R�N�� �H�V�H�W�p�E�H�Q���� �F�V�D�N�� �V�R�N�N�D�O�� �V�&�U�&�E�E�H�Q�� �V�]�H�U�H�S�H�O�Q�H�N�� �D�� �Y�L�]�V�J�i�O�D�W�L�� �S�R�Q�W�R�N�� �p�V�� �H�O���I�Rr-
dulnak extra esetek is. 

A �O�H�J�M�H�O�H�Q�W���V�H�E�E���P�p�U�W�p�N�&���V�•�O�O�\�H�G�p�V���'�H�E�U�H�F�H�Q���N�|�U�Q�\�p�N�p�Q���p�V���9�L�V�R�Q�W�D�����.�i�S�Rlna-�'�H�W�N�����N�|�U�Q�\�p�N�p�Q��
�I�L�J�\�H�O�K�H�W���� �P�H�J���� �'�H�E�U�H�F�H�Q���N�|�U�Q�\�p�N�p�Q�� �D�� ����-es vonal 115-�������� �V�]�i�P�~�� �S�R�Q�W�M�D�L�� �P�L�Q�G�H�J�\�L�N�H�� ������ �F�P-�Q�p�O��
�Q�D�J�\�R�E�E�� �P�p�U�W�p�N�E�H�Q�� �V�•�O�O�\�H�G�W�� ���D�� �O�H�J�Q�D�J�\�R�E�E�� �p�U�W�p�N�� ������ �F�P������ �.�i�S�R�O�Q�D�� �p�V�� �'�H�W�N�� �N�|�]�|tt a 10-es vonal 
���H�U�H�G�H�W�L�O�H�J�� ���������� �V�]�i�P�~�� �P�i�V�R�G�U�H�Q�G�&�� �Y�R�Q�D�O���� ������-�������� �V�]�i�P�~�� �S�R�Q�W�M�D�L�Q�D�N�� �V�•�O�O�\e�G�p�V�H�� ������ �F�P�� �p�V�� ������ �F�P��
�N�|�]�|�W�W�L�� �p�U�W�p�N���� �$�� ��������������-�H�V�� �S�R�Q�W�� �P�D�J�D�V�V�i�J�D�� ������ �F�P-�U�H�O�� �Y�i�O�W�R�]�R�W�W���� ���$�� �G�H�W�N�L�� �W�p�U�V�p�J�E�H�Q�� �D�� �E�i�Q�\�i�V�]�D�W�L��
�W�H�Y�p�N�H�Q�\�V�p�J���N�|�Y�H�W�N�H�]�P�p�Q�\�H�N�p�Q�W���N�R�U�i�E�E�D�Q���L�V���W�D�S�D�V�]�W�D�O�W�D�N���K�D�V�R�Q�O�y���P�D�J�Ds�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�D�W���� 

 
�������i�E�U�D�����$�]���|�V�V�]�H�V���D�]�R�Q�R�V���S�R�Q�W���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�D���D���.�0�2���������p�V���������P�p�U�p�V�H���N�|�]�|�W�W 
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Ismeretes, hogy minden K-�S�R�Q�W���P�H�O�O�H�W�W���Y�D�Q���K�D�J�\�R�P�i�Q�\�R�V���i�O�O�D�Q�G�y�V�t�W�i�V�~���V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L���D�O�D�S�S�R�Q�W���L�V���p�S�S�H�Q��
�D�]�p�U�W�����K�R�J�\���D���V�]�R�N�i�V�R�V���P�p�U�Q�|�N�L���I�H�O�D�G�D�W�R�N�Q�i�O���D���S�R�Q�W���N�L�E�R�Q�W�i�V�D���Q�p�O�N�•�O���O�H�K�H�V�V�H�Q���K�R�]�]�i���F�V�D�W�Oakozni. A 
�N�p�W���N�|�]�H�O�L���D�O�D�S�S�R�Q�W���P�D�J�D�V�V�i�J�N�•�O�|�Q�E�V�p�J�H���i�O�W�D�O�i�E�D�Q�������P�&�V�]�H�U�i�O�O�i�V�E�y�O���P�p�U�K�H�W�������Y�D�J�\�L�V���D���P�D�J�D�V�V�i�J�N�•��
�O�|�Q�E�V�p�J���Q�D�J�\���P�H�J�E�t�]�K�D�W�y�V�i�J�J�D�O���K�D�W�i�U�R�]�K�D�W�y���P�H�J���� 

�$�� �N�|�Y�H�W�N�H�]���N�E�H�Q�� �D�U�U�D�� �N�H�U�H�V�W�H�P�� �Y�i�O�D�V�]�W���� �Y�D�M�R�Q�� �H�J�\�I�R�U�P�D�� �P�p�U�W�p�N�E�H�Q�� �V�•�O�O�\�H�G�� �Y�D�J�\�� �H�P�H�O�N�H�G�L�N�� �D��
�O�p�Q�\�H�J�p�E�H�Q���D�]�R�Q�R�V���K�H�O�\�H�Q���O�p�Y�����N�p�W���S�R�Q�W�����Y�D�J�\���V�H�P�����.�L�Y�i�O�R�J�D�W�W�D�P���P�L�Q�G�H�Q���R�O�\�D�Q���P�D�J�D�V�V�i�J�N�•�O�|�Q�E�V�p��
get, ahol a szakasz-�K�R�V�V�]�����������P�p�W�H�U���D�O�D�W�W�L���Y�R�O�W���Y�D�O�D�P�H�O�\���.�.�3���p�V���D���Y�R�Q�D�O�E�D�Q���Y�H�O�H���V�]�R�P�V�]�p�G�R�V���6�=�9�3��
�N�|�]�|�W�W���� �������� �L�O�\�H�Q�� �H�V�H�W�H�W�� �W�D�O�i�O�W�D�P���� �D�K�R�O �N�p�S�H�]�W�H�P�� �D�]�� �~�M�� �P�D�J�D�V�V�i�J�N�•�O�|�Q�E�V�p�J�� �p�V�� �D�� �U�p�J�L�� �P�D�J�D�V�V�i�J�N�•��
�O�|�Q�E�V�p�J���N�•�O�|�Q�E�V�p�J�p�W���� 

�(�]�H�Q�� �P�D�J�D�V�V�i�J�L�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�D�W�� �Q�D�J�\�V�i�J�� �V�]�H�U�L�Q�W�� �U�H�Q�G�H�]�Y�H�� �D�]�� ������ �i�E�U�D�� �P�X�W�D�W�M�D���� �G�H�� �F�V�D�N�� �D��-���F�P�� �p�V��
�����F�P���N�|�]�|�W�W�L���W�D�U�Wo�P�i�Q�\�E�D�Q�����D�]���H�[�W�U�D���P�p�U�W�p�N�&���Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N���H�O�H�P�]�p�V�H���N�•�O�|�Q���Y�L�]�V�J�i�O�D�W���W�i�U�J�\�D���O�Hhetne).  
�(�J�\�p�U�W�H�O�P�&�H�Q���W�|�E�E���D���V�•�O�O�\�H�G�p�V�����Y�D�J�\�L�V���D�]���6�=�9�3���V�•�O�O�\�H�G�W���D���.�.�3-�K�R�]���Y�L�V�]�R�Q�\�t�W�Y�D�������P�L�Q�W���D�]���H�P�H�O�Ne-
�G�p�V���� �$�� �V�•�O�O�\�H�G�p�V�H�N�� �i�W�O�D�J�p�U�W�p�N�H��-���� �P�P���� �+�D�� �D�]�� �|�V�V�]�H�V�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�� ���H�P�H�O�N�H�G�p�V�� �p�V�� �V�•�O�O�\�H�G�p�V���� �D�E�V�]�R�O�~�W��
�p�U�W�p�N�p�Q�H�N�� �i�W�O�D�J�i�W�� �Q�p�]�]�•�N���� �D�N�N�R�U�� �D�]�� ���� �P�P���� �9�D�J�\�L�V�� �Q�H�P�� �H�J�\�I�R�U�P�D �P�pr�W�p�N�E�H�Q�� �Y�i�O�W�R�]�L�N�� �N�p�W�� �H�J�\�P�i�V��
�P�H�O�O�H�W�W���O�p�Y�����D�O�D�S�S�R�Q�W���P�D�J�D�V�V�i�J�D�����P�H�U�W���H�]���D�]���i�O�O�D�Q�G�y�V�t�W�i�V�Q�D�N���L�V���I�•�J�J�Y�p�Q�\�H�����0�i�V���W�p�Q�\�H�]���N�����S�p�O�G�i�X�O���D�]��
�p�Y�V�]�D�N�R�N�����D���P�p�U�p�V���L�G���S�R�Q�W�M�D�����L�V���V�]�H�U�H�S�H�W���M�i�W�V�]�K�D�W�Q�D�N���H�E�E�H�Q�����G�H���H�U�U�H���P�R�V�W���Q�H�P���W�p�U�W�H�P���N�L�� 

�e�U�G�H�N�H�O�W���Y�L�V�]�R�Q�W�����K�R�J�\���D�]���H�J�\�H�V���K�D�J�\�R�P�i�Q�\�R�V���i�O�O�D�Q�G�y�V�t�W�i�V�L���P�y�G�R�N�W�y�O���I�•�J�J-�H���H�]���D���P�D�J�D�V�V�i�J�L���Y�il-
�W�R�]�i�V�����(�]�p�U�W���N�•�O�|�Q���W�i�E�O�i�]�D�W�E�D�Q���L�O�O�H�W�Y�H���J�U�D�I�L�N�R�Q�R�N�R�Q���Y�L�]�V�J�i�O�W�D�P���D���V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L���N���Y�H�O�����F�V�D�S�S�D�O�����J�R�P�E�E�D�O��
�Y�D�J�\���W�i�U�F�V�i�Y�D�O���M�H�O�|�O�W���D�O�D�S�S�R�Q�W�R�N�D�W�����G�D�U�D�E�V�]�i�P�X�N�D�W���Y�R�Q�D�O�D�Q�N�p�Q�W���D���������W�i�E�O�i�]�D�W���W�D�U�W�D�O�P�D�]�]�D���� 

A munka�W�H�U�•�O�H�W�H�Q���Y�L�V�]�R�Q�\�O�D�J���N�L�V���V�]�i�P�E�D�Q���O�H�K�H�W���.�.�3���P�H�O�O�H�W�W���O�p�Y�����N�•�O�|�Q�E�|�]�����W�t�S�X�V�~���p�V���P�L�Q�G�N�p�W��
�H�S�R�F�K�i�E�D�Q���P�p�U�W���S�R�Q�W�R�N�D�W���V�W�D�W�L�V�]�W�L�N�D�L�O�D�J�� �Y�L�]�V�J�i�O�Q�L���� �D�� ������ �i�E�U�i�Q�� �P�p�J�L�V�� �E�H�P�X�W�D�W�R�N���N�p�W���M�H�O�O�H�P�]���� �H�V�H�W�H�W����
�V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L���N�����L�O�O�H�W�Y�H���W�i�U�F�V�D���Y�R�Q�D�W�N�R�]�i�V�i�E�D�Q�����7�L�S�L�N�X�V�D�Q���D���V�•�O�O�\�H�G�p�V���D���M�H�O�O�H�P�]���� �N���Y�H�O���W�|�U�W�p�Q�����i�O�O�D�Q�G�y��
�V�t�W�i�V�Q�i�O�� �H�Q�Q�H�N�� �i�W�O�D�J�R�V�� �P�p�U�W�p�N�H�� ������ �P�P���� �P�t�J�� �W�i�U�F�V�i�Q�i�O�� ���� �P�P���� �$�� �N�L�V�H�E�E�� �P�p�U�W�p�N�� �D�� �W�i�U�F�V�i�N�� �H�V�H�W�p�E�H�Q��
�Y�D�O�y�V�]�t�Q�&�O�H�J�� �D�Q�Q�D�N�� �L�V�� �W�X�O�D�M�G�R�Q�t�W�K�D�W�y���� �K�R�J�\�� �H�]�H�N�� �W�|�E�E�Q�\�L�U�H�� �P�H�J�i�O�O�D�S�R�G�R�W�W�� �p�S�t�W�P�p�Q�\�E�H�Q�� ���W�H�P�S�O�Rm-
�E�D�Q�����W�|�E�E�����P�L�Q�W���I�p�O���p�Y�V�]�i�]�D�G�G�D�O���H�]�H�O���W�W���i�O�O�D�Q�G�y�V�ttott pontok.  

�$�� �N�|�]�E�H�Q�V���� �N�p�U�H�J�P�R�]�J�i�V�L�� �S�R�Q�W�R�N�� �p�V�� �D�� �N�|�]�Y�H�W�O�H�Q�•�O�� �P�H�O�O�H�W�W�•�N�� �O�p�Y���� �K�D�J�\�R�P�i�Q�\�R�V�� �i�O�O�D�Q�G�y�V�t�W�i�V�~��
szin�W�H�]�p�V�L���D�O�D�S�S�R�Q�W�R�N���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�i�W���W�H�U�•�O�H�W�L���H�O�R�V�]�O�i�V�E�D�Q���D���������i�E�U�i�Q���P�X�W�D�W�R�P���E�H�����$�]���i�E�U�D���F�V�D�N���D��
12 mm-�Q�p�O���N�L�V�H�E�E���Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�D�W���W�D�U�W�Dl�P�D�]�]�D�����D�]���H�[�W�U�i�Q�D�N���P�L�Q���V�t�W�H�W�W���W�R�Y�i�E�E�L���������H�V�H�W�H�W���Q�H�P�� 

 
�������i�E�U�D�������������G�D�U�D�E���.�.�3���p�V���K�R�]�]�i���N�|�]�H�O�L���6�=�9�3���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�D���Q�D�J�\�V�i�J���V�]�H�U�L�Q�W�L���V�R�U�U�H�Q�G�E�H�Q���I�H�O�U�D�N�Y�D 

 
 

�������i�E�U�D�����.�.�3���p�V���6�=�9�3���N�|�]�|�W�W�L���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�����������N���Q�p�O�����E�D�O�U�D�����p�V���������W�i�U�F�V�i�Q�i�O�����M�R�E�E�U�D�� 
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�������W�i�E�O�i�]�D�W�� �$���N�•�O�|�Q�E�|�]�����i�O�O�D�Q�G�y�V�t�W�i�V�~���V�]�L�Q�W�H�]�p�V�L���D�O�D�S�S�R�Q�W�R�N���G�D�U�D�E�V�]�i�P�D���D���.�0�2���H�J�\�H�V���Y�R�Q�D�O�D�L�Q���E�H�O�•�O 

�Y�R�Q�D�O���V�]�i�P�D K-pont csap gomb �N�� �W�ircsa 
9 15 90 25 29 8 
10 11 74 34 20 2 
17 27 91 15 56 5 
19 9 37 3 15 0 
20 19 56 14 43 6 
21 36 190 9 48 1 
22 11 57 27 0 0 
23 56 226 76 50 16 
24 13 62 18 20 1 
25 66 211 83 42 9 
26 32 86 12 64 10 

�|�V�V�]�H�V�H�Q�� 295 1180 316 387 58 

 
�������i�E�U�D�����$���.�.�3���p�V���6�=�9�3���N�|�]�|�W�W�L���P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N���W�H�U�•�O�H�W�L���H�O�R�V�]�O�i�V�D�������������G�E�����������P�P-�Q�p�O���N�L�V�H�E�E���p�U�W�p�N���E�H�P�X�W�D�W�i�V�ival) 

5  �g�V�V�]�H�I�R�J�O�D�O�i�V, �W�D�Q�X�O�V�i�J�R�N 

�$�]���(�2�0�$���~�M�U�D�P�p�U�p�V�H 2007-�E�H�Q���N�H�]�G���G�|�W�W���������������N�|�]�H�S�p�L�J���K�i�U�R�P���S�R�O�L�J�R�Q�����V�]�i�P�R�]�i�V�X�N���V�]�H�U�L�Q�W���D����������
�������p�V ���������V�]�i�P�~�����V�]�L�Q�W�H�]�p�V�p�U�H���N�H�U�•�O�W���V�R�U�����(�]�]�H�O���O�H�K�H�W���V�p�J���D�G�y�G�R�W�W���D�U�U�D�����K�R�J�\���H�J�\���Q�D�J�\�R�E�E���W�H�U�•�O�H�W�U�p��
szen (Kelet-�0�D�J�\�D�U�R�U�V�]�i�J�R�Q�����W�p�Q�\�D�G�D�W�R�N�����V�]�D�E�D�W�R�V���V�]�L�Q�W�H�]�p�V�H�N���D�O�D�S�M�i�Q���N�p�S�H�W��kapjunk �D���K�i�U�R�P���p�Y�Wi-
�]�H�G���D�O�D�W�W���Y�p�J�E�H�P�H�Q�W���W�p�Q�\�O�H�J�H�V���I�H�O�V�]�t�Q�Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�U�y�O�����$�]���~�M���K�i�O�y�]�D�W�U�p�V�]���N�L�H�J�\�H�Q�O�t�W�p�V�p�U�H���R�O�\�D�Q���P�H�J�Rl-
�G�i�V�W���Y�i�O�D�V�]�W�R�W�W�D�P�����D�P�H�O�\��5 �I���D�O�D�S�S�R�Q�W���H�U�H�G�H�W�L���P�D�J�D�V�V�i�J�i�U�D���p�S�•�O�� 

�g�V�V�]�H�K�D�V�R�Q�O�t�W�i�V�W���Y�p�J�H�]�W�H�P���D���U�p�J�L�����(�2�0�$�������p�V���D�]���~�M�����(�2�0�$�������K�i�O�y�]�D�W�E�D�Q���D�]���D�]�R�Q�R�V�Q�D�N���Wekint-
�K�H�W���� �D�O�D�S�S�R�Q�W�R�N���P�D�J�D�V�V�i�J�L�� �p�U�W�p�N�H�� �N�|�]�|�W�W���� �N�•�O�|�Q�� �D�� �.-�S�R�Q�W�R�N�����P�L�Q�W�H�J�\���������� �G�D�U�D�E���� �p�V�� �D�]���|�V�V�]�H�V�� �V�]a-
�N�D�V�]�Y�p�J�S�R�Q�W�� �D�O�D�S�M�i�Q�����$�� �S�R�Q�W�R�N�� �P�D�J�D�V�V�i�J�L�� �p�U�W�H�O�P�&�� �Y�i�O�W�R�]�i�V�D�� �U�|�Y�L�G�H�Q�� �t�J�\�� �M�H�O�O�H�P�H�]�K�H�W���� �D�� �U�|�J�]�t�W�H�W�W��
pontok�K�R�]���Y�L�V�]�R�Q�\�t�W�Y�D �N�p�W�K�D�U�P�D�G���U�p�V�]�•�N���V�•�O�O�\�H�G�W�����H�J�\�K�D�U�P�D�G���U�p�V�]�•�N���H�P�H�O�N�H�G�H�W�W�����$���V�•�O�O�\�H�G�p�V���P�pr-
�W�p�N�H���D���S�R�Q�W�R�N��65 %-�i�Q�i�O�������F�P���D�O�D�W�W�L����30 %-�i�Q�i�O����-�������F�P���N�|�]�|�W�W�L �p�V���� %-�i�Q�i�O���Q�D�J�\�R�E�E���������F�P-�Q�p�O����Az 
�H�P�H�O�N�H�G�p�V���P�p�U�W�p�N�H��a pontok 75 %-�i�Q�i�O�������F�P���D�O�D�W�W�������� %-�i�Q�i�O�������F�P���D�O�D�W�W���Y�D�Q�� 
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A f�H�Q�W�L�H�N�E���O�� �D�]�� �N�|�Y�H�W�N�H�]�L�N���� �K�R�J�\�� �L�G���V�]�H�U�&�� �p�V�� �V�]�•�N�V�p�J�H�V�� �Y�R�O�W�� �D�]�� �(�2�0�$�� �~�M�U�D�P�p�U�p�V�p�W�� �H�O�L�Q�G�t�W�D�Q�L���� �,s-
�P�H�U�W�����K�R�J�\���H�Q�Q�H�N���N�|�O�W�V�p�J�H�L���W�H�W�H�P�H�V�H�N�����H�]�p�U�W���D���I�R�U�U�i�V�R�N���H�O���W�H�U�H�P�W�p�V�H�����D���S�U�R�M�H�N�W���O�H�E�R�Q�\�R�O�t�W�i�V�D���Nomoly 
�H�U���I�H�V�]�t�W�p�V�W���N�t�Y�i�Q�W�����)�R�Q�W�R�V���O�H�Q�Q�H���D�]�R�Q�E�D�Q�����K�R�J�\���H�]���D���P�X�Q�N�D���I�R�O�\�W�D�W�y�G�M�p�N�����P�H�U�W���K�D���K�R�V�V�]�~���L�G���U�H���H�O�K�~��
�]�y�G�Q�D�����D�N�N�R�U���Q�H�P���O�H�K�H�W�Q�H���K�R�P�R�J�p�Q���K�i�O�y�]�D�W�R�W���N�L�D�O�D�N�t�W�D�Q�L, �p�V���D�]���L�G���E�H�O�L���Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�D�W��pontosan figye-
lembe venni. 

�$�]���(�2�0�$���~�M�U�D�P�p�U�p�V�p�Q�H�N���M�H�O�H�Q�W���V�p�J�H���Q�H�P�F�V�D�N���W�X�G�R�P�i�Q�\�R�V���V�]�H�P�S�R�Q�W�E�y�O���I�R�Q�W�R�V�����K�D�Q�H�P���J�\�D�N�Rr-
�O�D�W�L���K�D�V�]�Q�R�V�t�W�i�V���F�p�O�M�i�E�y�O���L�V����J�H�O�H�Q�O�H�J���D���*�1�6�6���W�H�F�K�Q�R�O�y�J�L�i�W �± �N�•�O�|�Q�|�V�H�Q���D�Q�Q�D�N �K�i�O�y�]�D�W�R�V���5�7�.���P�yd-
�V�]�H�U�p�W���± �N�L�W�H�U�M�H�G�W�H�Q�� �D�O�N�D�O�P�D�]�]�i�N�� �D�� �J�H�R�G�p�]�L�D�L�� �J�\�D�N�R�U�O�D�W�E�D�Q�� �W�p�U�E�H�O�L�� �K�H�O�\�P�H�J�K�D�W�i�U�R�]�i�V�U�D�� �p�V�� �N�L�W�&�]�p�V�U�H����
�(�Q�Q�H�N�� �D�� �N�R�U�V�]�H�U�&�� �W�H�F�K�Q�R�O�y�J�L�i�Q�D�N�� �D�� �N�L�K�D�V�]�Q�i�O�i�V�i�W���� �Q�D�J�\�R�E�E�� �S�R�Q�W�R�V�V�i�J�L�� �L�J�p�Q�\�&�� �I�H�O�D�G�D�W�Rk�K�R�]�� �Y�D�O�y��
�K�D�V�]�Q�i�O�D�W�i�W���J�i�W�R�O�M�D���D���Q�D�J�\�S�R�Q�W�R�V�V�i�J�~��magyarors�]�i�J�L���J�H�R�L�G-�N�p�S���K�L�i�Q�\�D�����D�P�L���D�]���(�2�0�$-�P�D�J�D�V�V�i�J�R�N��
�E�L�]�R�Q�\�W�D�O�D�Q�V�i�J�i�U�D���� �D�Y�X�O�W�V�i�J�i�U�D�� �Y�H�]�H�W�K�H�W���� �Y�L�V�V�]�D���� �+�R�P�R�J�p�Q�� �p�V�� �D�N�W�X�i�O�L�V�� �P�D�J�D�V�V�i�J�L�� �Yo�Q�D�W�N�R�]�W�D�W�i�V�L��
�U�H�Q�G�V�]�H�U���Q�p�O�N�•�O���Q�H�P���O�H�K�H�W�V�p�J�H�V���D���*�1�6�6���W�H�F�K�Q�L�N�D���Q�D�J�\�S�R�Q�W�R�V�V�i�J�~���D�O�N�Dl�P�D�]�i�V�D��sem�����Q�H�P���Y�p�J�H�]�K�H�W����
�N�R�U�U�H�N�W���P�D�J�D�V�V�i�J�L���W�U�D�Q�V�]�I�R�U�P�i�F�L�y�� 

�7�D�Q�X�O�P�i�Q�\�R�P�E�D�Q���D�]���(�2�0�$���H�G�G�L�J�L���~�M�U�D�P�p�U�p�Ve �D�O�D�S�M�i�Q���D �P�D�J�D�V�V�i�J�Y�i�O�W�R�]�i�V�R�N�U�D���N�R�Q�F�H�Q�W�U�iltam, 
�Q�H�P�� �I�R�J�O�D�O�N�R�]�W�D�P�� �D�� �W�p�P�i�K�R�]�� �V�]�R�U�R�V�D�Q�� �N�D�S�F�V�R�O�y�G�y�� �P�i�V�� �N�p�U�G�p�V�H�N�N�H�O�� ���S�p�O�G�i�X�O�� �P�p�U�p�V�W�H�F�K�Q�L�N�D�L�� �S�U�Rb-
�O�p�P�i�N�N�D�O�����D���O�H�K�H�W�V�p�J�H�V���V�]�i�P�t�W�i�V�L���P�R�G�H�O�O�H�N�N�H�O�����D���G�L�J�L�W�i�O�L�V���Q�\�L�O�Y�i�Q�W�D�U�W�i�V�V�D�O�����D���N�R�U�i�E�E�L���K�D�V�R�Q�O�y���Y�L�]�V�J�i��
latokkal vagy a hazai geodinamikai �K�i�O�y�]�D�W��pontjaival �Y�D�O�y���|�V�V�]�H�K�D�V�R�Q�O�t�W�i�V�V�D�O�����± �H�]�H�N�Q�H�N���N�X�W�D�W�i�V�D���D��
�N�|z�H�O�M�|�Y�����I�H�O�D�G�D�W�D���O�H�K�H�W�� 

�.�|�V�]�|�Q�H�W�Q�\�L�O�Y�i�Q�t�W�i�V�� �$���F�L�N�N���U�p�V�]�E�H�Q���D���7�������������V�]�i�P�~���2�7�.�$���W�i�P�R�J�D�W�i�V�i�Y�D�O���N�p�V�]�•�O�W�����$�]���i�E�U�i�N���H�O�N�p��
�V�]�t�W�p�V�p�p�U�W�� �N�|�V�]�|�Q�H�W�H�W�� �P�R�Q�G�R�N�� �.�L�V�V�� �$�W�W�L�O�D�� �N�R�O�O�p�J�i�P�Q�D�N��(�p�V���N�|�]�Y�H�W�Y�H��a DigiTerra �P�X�Q�N�D�W�i�U�V�D�Lnak a 
szoft�Y�H�U�p�U�W��. 
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A VEGETÁCIÓ ÉS A FELSZÍNI TÖMEGMOZGÁSOK 
KAPCSOLATÁNAK VIZSGÁLATA 

Bódis Virág Bereniké�
, Mentes Gyula�
 

 Investigation of connection between surface mass movements and vegetation – In our 
days the investigation of the vegetation’s effect gains increasing ground in the research of the 
landslide-prone areas. Until now, however the researches did not include the investigation of the 
relationship between vital processes of plants and movements. In this paper we studied the effect of 
vegetation onto the movements of the high stream-banks in Dunaföldvár and Dunaszekcs��. We 
made the vegetation map of the two test sites, and the potential evapotranspiration (PET) of the 
areas was calculated on the basis of these maps. On both test sites the tilt was measured by highly 
sensitive borehole tiltmeters and the variation of the small daily tilt amplitudes was compare with 
the evapotranspiration and the precipitation events. We found that the seasonal change of the tilt 
amplitudes shows a strong correlation with the physiological processes of the vegetation and the 
magnitude of the transpiration. The daily tilt amplitudes are smaller at the test site Dunaföldvár, 
than on the Dunaszekcs�� test area due to the higher transpiration at Dunaföldvár. The daily tilt 
amplitudes decrease due to moisture. The reason for this is that the vegetation reduces the pore 
pressure in large soil volume which causes larger soil deformation during dry periods than in wet 
periods. 

Keywords: landslide, tilt measurement, potential evapotranspiration, vegetation, evaporation 
 
Napjainkban a földcsuszamlás-veszélyes területek kutatásában egyre nagyobb teret nyer a növény-
zet hatásának vizsgálata. Az eddigi kutatások közül csak nagyon kevés terjedt ki a növényi életfo-
lyamatok és a mozgások kapcsolatának tanulmányozására. Ebben a cikkben azt tanulmányoztuk, 
hogy a vegetáció milyen hatással van a magaspartok mozgására a két tesztterületen Dunaföldváron 
és Dunaszekcs��n. Elkészítettük a két terület vegetációs térképét, amelyek alapján kiszámítottuk a két 
terület potenciális evapotranszpirációját (PET). Mindkét területen nagyérzékenység�& fúrólyuk-
d��lésmér��kkel regisztráltuk a d��lést és a kis napi d��lésamplitúdókat összehasonlítottuk az 
evapotranszspirációval és a csapadék eseményekkel. Megállapítottuk, hogy a d��lésamplitúdók sze-
zonális változása szoros kapcsolatot mutat a növényzet élettani folyamataival, a párologtatás mér-
tékével. A napi d��lésamplitúdók a nagyobb párologtatású dunaföldvári területen kisebbek, mint a 
dunaszekcs��i tesztterületen. Csapadék hatására a napi d��lésamplitúdók csökkennek. Ennek oka, 
hogy szárazabb id��ben a növényzet nagyobb térfogatú talajban csökkenti a pórusnyomást, ami 
nagyobb talajdeformációt okoz, mint nedves id��szakban.  

Kulcsszavak: földcsuszamlás, d��lésmérés, potenciális-evapotranszspiráció, vegetáció, párologtatás 

1  Bevezetés 

Szerte a világon – és így Magyarországon is – az egyik legnagyobb földtani veszélyforrást a föld-
csuszamlások jelentik. Magyarországon is sok földcsuszamlás-veszélyes terület van. Ezek közül is 
kiemelked��en sok kárt okoznak a Duna-menti magaspartok ismétl��d�� csuszamlásai. 

Az MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatóintézetben ezért egyik f�� kutatási témának t�&ztük ki a 
földcsuszamlások okainak kutatását. 2000-t��l a kutatásokat az MTA támogatásával, majd 2002-t��l 
az EVG1-2001-00061 számú OASYS EU5 projekt keretében nemzetközi együttm�&ködésben végez-
tük. E projekt keretében a dunaföldvári magasparton létesítettünk egy mozgásvizsgálati tesztterüle-
tet, ahol jelenleg is fúrólyuk d��lésmér��kkel regisztráljuk a mozgásokat. Itt els��sorban a hidrológiai 
folyamatok hatásai mellett a tektonikai okokat vizsgáljuk (Mentes et al. 2009). 

2007-ben az MTA elnökének külön pénzügyi támogatásával a dunaszekcs��i magasparton is léte-
sítettünk egy mozgásvizsgálati tesztterületet, ahol a 2008. február 12-i földcsuszamlást, ill. annak 
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el��- és utómozgásait is regisztráltuk (Újvári et al. 2009), amely nagymértékben el��segítette a csu-
szamlások kinematikai és dinamikai folyamatainak tanulmányozását. 

A geológiai, geofizikai, hidrológiai, stb. folyamatok tanulmányozása mellett fontosnak tartjuk a 
vegetáció szerepének tanulmányozását is, mivel úgy gondoljuk, hogy megfelel�� vegetáció telepíté-
sével a csúszások gyakorisága és nagysága csökkenthet�� lenne. Ezen a téren már korábban is foly-
tak külföldön kutatások, azonban 2000-t��l jelent��sen megszaporodtak a vegetáció hatásával kapcso-
latos publikációk. A kutatások nagy része a növényzetnek a talaj eróziójára való hatásával (pl.: 
Zheng 2006) vagy a geomorfológia és a vegetáció kölcsönhatásával foglalkozik. Ez utóbbi kutatá-
sokat igen részletesen Marston (2010) foglalta össze. Sok kutató, többek között pl. Terwilliger 
(1990), Pollen-Bankhead és Simon (2010), foglalkoznak a gyökérzetnek a földcsuszamlások el��idé-
zésében, ill. késleltetésében betöltött szerepének kvantitatív vizsgálatával, azonban nem sok olyan 
publikáció van, amely a vegetáció élettani folyamatainak és a földcsuszamlás-veszélyes terület 
mozgásainak kapcsolatát tárgyalná. 

Mivel az általunk alkalmazott nagyérzékenység�& fúrólyuk d��lésmér��k alkalmasak a napos peri-
ódusú igen kicsi mozgások kimutatására, kutatásunk els�� lépéseként azt vizsgáltuk, hogy ezek a 
kicsi mozgások hogyan függnek össze a vegetáció napi és évszakos élettani folyamataival. E cikk-
ben e vizsgálatok módszereit és eredményeit ismertetjük. 

2  A növényzet hatása a talajmozgásokra 

A növényzet többféle módon befolyásolhatja a földcsuszamlásra hajlamos lejt�� stabilitását. E befo-
lyásoló hatásban a növény valamennyi része közrem�&ködik. E hatásokat az 1. és 2. ábrán látható fás 
szárú növény alapján mutatjuk be. 

Meteorológiai, hidrológiai hatások: 

1. A lombozat csapadék felfogóké-
pessége 

2. A szél ingató ereje 

3. A lombozat párologtató képessége 
4. Talajvízszint süllyesztése 

5. A gyökérzet mentén leszivárgó víz 
talajlazító hatása 

Mechanikai hatások: 

6. A fa súlya  
7. A felületi érdesség növel�� hatása 

8. A gyökerek általi er��sítés lehor-
gonyzással  

9. A talaj nyírási ellenállásának növe-
lése 

10. Oldalsó megtámasztás 
11. A növekv�� gyökérzet repeszt�� ere-

je 

1. ábra. A növény részeinek szerepe a talajmozgások kialakulásában 



A VEGETÁCIÓ ÉS A FELSZÍNI TÖMEGMOZGÁSOK KAPCSOLATÁNAK VIZSGÁLATA 

Geomatikai Közlemények XIII/2, 2010 

151

 
2. ábra. A növényzet és a hidrológiai folyamatok kapcsolata 

A magaspart stabilitása és növényzete között komplex kölcsönhatás van. Habár pozitív és negatív 
hatások egyaránt el��fordulnak, általában a pozitív hatások dominálnak (Simon és Collision 2002). A 
s�&r�& növényzet egyrészt csökkenti a magaspart erózióját, másrészt a gyökérzete révén mechanikai-
lag er��síti azt. A gyökérhálózatnak azonban hatása van a magaspart hidrológiai és hidraulikai fo-
lyamataira is, amelyet az 2. ábra mutat (Pollen 2007). A gyökérzet fontos szerepet játszik a talajvíz 
és a csapadék elosztásában. A csapadéknak többféle útja lehet: egy része beszivárog a talajba, másik 
része a talaj felszínén elfolyik, míg harmadik része elpárolog. A talajba beszivárgó csapadék a gra-
vitációs er�� hatására lefelé mozog a talaj tulajdonságainak (szemcsenagyságok vagy pórusok mérete 
és a talaj el��z�� nedvességi állapota) megfelel��en oszlik el a talajban. A fels�� talajréteg kiszáradása-
kor a talajvíz mozgásának iránya megfordul, és a párolgás, valamint a növények párologtatása révén 
felfelé irányul és így a talajvíz egy része ismét visszakerül az atmoszférába. A növényzet ezáltal 
er��síti a partfalat, mivel megakadályozza, hogy a csapadék lejusson a partfal alsóbb rétegeibe és ott 
a pórusnyomást növelje, valamint hozzájáruljon a csúszási felületek súrlódási tényez��jének csök-
kentéséhez. 

A növényzetnek ugyanakkor negatív hatása is van a lejt�� stabilitására. A lombozat akadályozza 
a csapadék talajra jutását, ezért a csapadék a növények törzsén folyik le, és a gyökerek mentén szi-
várog be a talajba, ahol jelent��sen megnöveli a pórusnyomást. Ugyanakkor a növények biológiai 
aktivitása és a gyökérzet fejl��dése makropórusok kialakulásához vezet, jelent��sen növelve a csapa-
dék beszivárgását. Ehhez járul még az is, hogy szárazság esetén a gyökerek és a talaj között rés 
keletkezik, amely megakadályozza a gyors párolgást és a növény kiszáradását. Ezek a rések es�� 
esetén a csapadékot gyorsan és mélyebbre vezetik, csökkentve a lejt�� stabilitását. A vegetáció el��-
nyös és hátrányos tulajdonságai egymás ellen hatnak. Ezek a hatások az év folyamán változnak a 
vegetáció fejl��dési ciklusa következtében (Simon és Collision 2002). 

3  Vizsgálati módszerek és eredmények 

3.1  D��lésmérés eredmények 

A növényzet által okozott kismérték�& talajvízszint ingadozások sekélymélység�&, nagyérzékenység�& 
fúrólyuk-d��lésmér��kkel is regisztrálhatók. 

Kümpel et al. (1996) a nagycenki vízm�&kút mellett három d��lésmér��vel regisztrálták a talaj d��-
lését és a szivattyú be- és kikapcsolási idejét. A szivattyú be- ill. kikapcsolásakor exponenciális fel- 
és lefutású talajd��lés görbéket kaptak. 

Hasonló lefutású napos periódusú d��lésjeleket kaptunk tektonikai mozgásvizsgálatok, valamint a 
magaspartra telepített d��lésmér��k esetében is (Mentes 2002, 2003, 2004). A 3. ábra egy tíznapos 
d��lésmér�� regisztrátumot mutat, amelyen jól látszanak a hosszabb periódusú változásra 
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szuperponálódó napos változások, amelyek a fels��bb talajréteg vízháztartásával, így valószín�&leg a 
növényzet élettani folyamataival is kapcsolatban vannak. 

Ez adta az ötletet, hogy megvizsgáljuk milyen összefüggés van ezen kis mozgások és a növény-
zet vízháztartása között. A vizsgálatokhoz a dunaföldvári és a dunaszekcs��i mozgásvizsgálati teszt-
területen csak a partfalra telepített d��lésmér��ket használtuk. Ezek a m�&szerek Applied 
Geomechanics Inc. gyártmányú, kétkomponens�&, 0,1 �Prad érzékenység�& sekélymélység�& fúrólyuk 
d��lésmér��k, amelyek 2,5-3 m mélység�& fúrólyukakban helyezkednek el. A m�&szer adatait és a tele-
pítés módját Mentes (2002) részletesen ismerteti. A m�&szerek úgy helyezkednek el, hogy a +y irá-
nyú d��léskomponens a Dunára mer��leges (keleti irány), míg a +x komponens a Dunával párhuza-
mos és déli irányba mutat. A d��lésadatokat és a fúrólyukak h��mérsékletét óránként regisztráltuk. 

A d��lésméréseket Dunaföldváron 2002-t��l végezzük folyamatosan, addig a Dunaszekcs��i d��-
lésmérések 2007 októberét��l folynak. A d��lésmér��k beállási periódusát elhagyva, ezen a területen 
megbízható mérési adatok csak 2007. december 1-jét��l vannak. Hogy a különböz�� tesztterületeken 
mért adatokat össze tudjuk hasonlítani, vizsgálatainkat mindkét területen a 2007. december 1-jét��l 
2010. június 30-ig tartó id��szakra végeztük el. A napi, rövidperiódusú mozgások tanulmányozása 
céljából a hosszabb periódusidej�& változásokat egy 0,5 ciklus/nap levágási frekvenciájú 
felülátereszt�� sz�&r��vel sz�&rtük. 

A Dunaföldváron 2007. 12. 01. és 2009. 12. 31. között mért X, Y irányú d��léskomponensek 
sz�&rt adatsorát a 4. ábra, míg a Dunaszekcs��n 2007. 12. 01. és 2010. 07. 31 között mért d��lésadatok 
sz�&rt adatsorát a 5. ábra mutatja. Mindkét adatsorban jól láthatók a nyári melegebb és szárazabb 
id��szakokban nagyobb napi d��lés amplitúdók, valamint az, hogy a dunaföldvári magasparton a 
többi hónapban is nagyobbak az amplitúdók, mint a dunaszekcs��i tesztterületen. A dunaszekcs��i 
tesztterületen 2008 februárjában mért nagyobb amplitúdók a 2008. február 12-én történt nagy csu-
szamlás el��- és utómozgásai (5. és 8. ábra). A Dunaföldváron 2009 januárjában fellép�� nagyobb 
amplitúdók valószín�&leg olvadás-fagyás periódus következményei (4. és 7. ábra). 

Mindkét tesztterületre meghatároztuk a napi csúcsok átlagát havi bontásban az egyes tesztterüle-
teken rendelkezésre álló teljes d��lésmér�� adatsorokból. A Dunaföldváron kapott havi átlagértékeket 
és az azokhoz tartozó szórásértékeket az 1. táblázat, míg a dunaszekcs��i tesztterületre számított 
értékeket a 2. táblázat tartalmazza. Dunaföldváron a napi amplitúdók havi lebontásban nagy szórási 
értékeket mutatnak, ugyanakkor az átlagértékek ugyanúgy viselkednek, mint a d��lési értékek. Má-
justól az értékek n��nek, majd szeptembert��l fokozatosan újra lecsökkenek. A kisszámú adat miatt az 
évi átlagok szórása kiszámításának nincs matematikai értelme, különösen Dunaszekcs�� esetében. A 
nagyobb szórásértékek a vegetációs id��szakban azonban fizikai értelemben jelzik, hogy a nagyobb 
amplitúdók változékonysága is nagyobb és az évi id��járási viszonyoknak is függvénye. 
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3. ábra. A dunaföldvári magasparton készült tíznapos d��lésmér�� regisztrátum 
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4. ábra. Dunaföldvári sz�&rt d��lésmér�� adatsor 2007.12.01 és 2009.12.31 között 
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5. ábra. Dunaszekcs��i sz�&rt d��lésmér�� adatsor 2007.12.01 és 2010.07.31 között 

1. táblázat. Dunaföldvár amplitúdó értékeinek szórása és átlaga (2003-2009) 

 jan. febr. márc. ápr. máj. jún. júl. aug. szept. okt. nov. dec. 
2003 1,68 2,01 2,02 2,06 1,36 1,88 1,21 1,75 1,40 1,48 1,43 1,60 
2004 1,90 1,39 1,12 0,62 0,96 1,45 2,39 2,31 2,12 0,97 0,99 1,35 
2005 1,27 1,56 1,35 1,34 1,74 2,19 2,43 1,98 1,74 1,43 1,67 1,67 
2006 2,59 1,65 1,79 0,54 1,54 1,93 3,21 2,96 2,80 2,10 1,77 1,75 
2007 1,68 1,80 1,83 2,13 2,41 3,07 1,42 2,25 1,70 1,08 1,59 1,45 
2008 1,20 1,27 1,18 1,36 2,38 2,43 2,37 1,99 1,59 1,50 1,18 1,08 
2009 2,35 1,31 1,12 1,37 2,17 2,26 2,23 2,10 1,26 1,56 1,18 1,51 
átlag 1,55 1,57 1,49 1,35 1,79 2,17 2,18 2,19 1,80 1,45 1,40 1,49 
szórás 0,82 0,27 0,38 0,62 0,55 0,51 0,67 0,39 0,52 0,37 0,29 0,22 
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2. táblázat. Dunaszekcs�� amplitúdó értékeinek szórása és átlaga (2007-2010) 

 jan. febr. márc. ápr. máj. jún. júl. aug. szept. okt. nov. dec. 
2007            0,43 
2008 0,66 1,24 0,45 0,50 1,16 1,99 2,58 4,10 1,96 1,96 0,52 0,46 
2009 0,80 0,44 0,04 0,30 2,06 4,67 3,76 4,02 2,69 0,87 0,54 0,51 
2010 0,50 0,69 0,40 0,57 0,67 0,92 1,24      
átlag 0,66 0,79 0,30 0,46 1,30 2,53 2,53 4,06 2,32 1,41 0,53 0,47 
szórás 0,15 0,97 0,23 0,14 0,71 1,93 1,26 0,05 0,52 0,77 0,02 0,04 

3.2  A növényzet hatásának vizsgálata 

A növényzet hatásának vizsgálatához elkészítettük mindkét terület vegetációs térképét, melyeken 
feltüntettük a különböz�� növényegyedek pontos helyét, faját, korát és az esetleges elváltozásokat. A 
területen található különböz�� növényegyedek száma alapján meghatároztuk a növényzet párologta-
tását. 

Mivel a meteorológiai paraméterek közül a légh��mérséklet és a csapadékmennyiség állt csak e 
területeken rendelkezésre, ezért a meteorológiai módszerek közül a párologtatás kiszámításához a 
Thornthwaite-módszert alkalmaztuk, amelyhez csak a havi átlagos légh��mérsékletre van szükség a 
Potenciális-evapotranszspiráció (továbbiakban PET) kiszámításához (Rey 1999): 

 ]mm[
I
T

,PET
a

�¸
�¹

�·
�¨
�©

�§� 
10

61 , (1) 

ahol a PET a potenciális evapotranszspiráció, T  a havi középh��mérséklet, I  a h��index, amely az 
alábbi képlettel számítható: 

 
5

5141,T
I � . (2) 

Az a kitev�� pedig az alábbi képlettel határozható meg a h��index segítségével: 

 492390017920000077100000006750 23 ,I,I,I,a ���˜���˜���˜� . (3) 

A PET megértéséhez az alábbi fogalmak definíciójára is szükség van: 
Evaporáció a szabad felszín párolgása, mely függ a h��mérséklett��l, a leveg�� mozgásától és pára-

tartalmától. Transzspiráció a növényi párologtatás, mely szintén függ a fenti tényez��kt��l, de a válto-
zása azokkal nem lineáris, mivel a növény légz��nyílásai segítségével szabályozza saját vízleadását. 
Potenciális-evapotranszspiráció (PET) egy adott terület teljes párologtatása (korlátlan vízellátás 
esetén), belevéve a talaj és a növényzet párologtatását is. 

A Thornthwaite-módszert ma már kevésbé használják, mivel a leveg�� páratartalmát nem veszi 
figyelembe a párologtatás kiszámításához, ennek ellenére különböz�� területek párologtatásának 
összehasonlítására kiválóan alkalmas. 

A vegetációs térképek alapján korrigáltuk a kapott PET értékeket a párologtató felülettel és a te-
rülettel. A párologtató felület értékét saját mérések alapján adtuk meg a növényegyeden található 
levelek számával. A hasonló korú és fajú egyedek a két területen ugyanazt az értéket kapták az 
összehasonlíthatóság érdekében. A két terület vegetációja faj szinten nagyon hasonlít egymásra, 
ugyanis a két tesztterület hasonló talajjal és klímával rendelkezik, így a kerti gyümölcsfák és a sz��l�� 
dominál. Ugyanakkor egyedszámban nagyon eltérnek. A dunaföldvári tesztterület négyszerese a 
dunaszekcs��inek, ezért a 10 m2-re es�� fa-egyed és párologtató felület értékét vizsgáltuk. A korrek-
ciók alapján Dunaföldváron a PET értéke többszöröse, mint Dunaszekcs��n (6. ábra). 



A VEGETÁCIÓ ÉS A FELSZÍNI TÖMEGMOZGÁSOK KAPCSOLATÁNAK VIZSGÁLATA 

Geomatikai Közlemények XIII/2, 2010 

155

0

5

10

15

20

25

2
0
0
7
-1

2
-0

1

2
0
0
8
-0

1
-3

0

2
0
0
8
-0

3
-3

0

2
0
0
8
-0

5
-2

9

2
0
0
8
-0

7
-2

8

2
0
0
8
-0

9
-2

6

2
0
0
8
-1

1
-2

5

2
0
0
9
-0

1
-2

4

2
0
0
9
-0

3
-2

5

2
0
0
9
-0

5
-2

4

2
0
0
9
-0

7
-2

3

2
0
0
9
-0

9
-2

1

2
0
0
9
-1

1
-2

0

D
un

af
öl

dv
ár

 (
m

m
)

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

D
un

as
ze

kc
s

��
 (
m

m
)

Df

Dsz

 
6. ábra. A két vizsgálati terület párologtatásának összehasonlítása 2007.12.01. és 2009.12.31. között 
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7. ábra. A Potenciális evapotranszspiráció, a csapadék és az amplitúdó kapcsolata Dunaföldváron 
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8. ábra. A Potenciális evapotranszspiráció, a csapadék és az amplitúdó kapcsolata Dunaszekcs��n 

2007.12.01. és 2009.12.31. között 
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A 4. és 5. ábrán a napi d��lési amplitúdók nagysága mindkét területen minden évben április végén 
emelked��, majd október elején csökken�� tendenciát mutat. Ez az id��szak egybeesik a növényzet 
aktív (párologtató) id��szakával. A növényzet lombfakadáskor használja föl a legtöbb vizet növeke-
déséhez. Ehhez intenzív párologtatás járul. Lombfakadás után a vízfelvétel, és ezzel együtt a páro-
logtatás csökkenne, azonban a h��mérséklet fokozatos emelkedésével még intenzívebbé válik. Októ-
ber elejére újból csökken, majd minimálisra apad – egyrészt a h��mérséklet fokozatos csökkenésé-
vel, másrészt a párologtató felület elvesztésével – a téli „pihen��” id��szakban. Ezt az éves periódusú 
tendenciát a csapadék kismértékben módosítja (7. és 8. ábra). 

A d��lési amplitúdók napi változásaira észrevehet�� hatással van a csapadék. Száraz id��szakban a 
növények nagyobb talajtérfogatból, ill. mélységb��l tudják felvenni a párologtatásukhoz szükséges 
vizet és ezáltal nagyobb mélységig csökken a pórusnyomás értéke, ami miatt a d��lésamplitúdó na-
gyobb lesz (Kümpel et al. 1996; Mentes 2003). Nedves csapadékos id��szakban, minél telítettebbek 
a talaj fels�� rétegei vízzel, annál kevésbé csökken a pórusnyomás a párolgás miatt és így a d��lési 
amplitúdó is kisebb lesz. Ehhez járul még az is, hogy a nagyobb mennyiség�&, és hosszabb id��n át 
tartó csapadékesemények leh�&tik a leveg��t, valamint a talajt, ezzel együtt átnedvesítik a párologtató 
felületet és a talaj alsóbb rétegeit, így csökkentve a párologtatás mértékét. Ez tovább csökkenti a 
d��lés amplitúdók nagyságát, ami a szárazodással fokozatosan újra n��. 

A d��lési amplitúdók csúcsai száraz, illetve alig nedves talaj esetén viszonylag hegyesen végz��d-
nek, azonban csapadék hatására fogazódások jönnek létre rajtuk mind alul mind felül. Erre mutat 
egy példát a 9. ábra. A jelenség oka, hogy a növényi párologtatás es��s id��ben is csökkenti a gyökér-
zete környezetében a pórusnyomást, azonban a felülr��l beszivárgó sok csapadékot már nem képes 
elpárologtatni, ami a pórusnyomást növeli. Ezek a fogazódások is mutatják, hogy a növényi páro-
logtatás szerepe jelent��s. 

4  Összefoglalás 

A d��lésmérési adatok rövid, napi periódusú összetev��jének amplitúdói az elemzéseink szerint jól 
demonstrálható szezonális változást mutatnak. Az amplitúdók április és október hónap között a 
legnagyobbak, ami egybeesik a növényzet aktív fejl��dési szakaszával, amikor a növények fejl��dé-
sükhöz a legtöbb vizet használják fel. A d��lésamplitúdók szezonális változására a csapadék nincs 
hatással, ami azt mutatja, hogy ez a változás ténylegesen a növényi életfolyamatokkal van összefüg-
gésben. 
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9. ábra. Dunaföldvári d��lés X Y komponense és csapadékeseményei (2006 július) 
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A csapadék- és párologtatási viszonyok részletes elemzése azt mutatja, hogy Dunaföldváron, ahol 
több csapadék esik, nagyobb az evapotranszspiráció értéke, mint Dunaszekcs��n, ahol viszont na-
gyobb a napi mikrod��lések amplitúdója. Mivel a növényzet fajtája a két területen hasonló, ez csak 
úgy lehetséges, hogy a növények a szárazabb talaj nagyobb térfogatából párologtatják el a vizet, 
ezért a nagyobb térfogatú talajban létrejöv�� pórusnyomás csökkenés nagyobb d��léseket okoz. Ez azt 
igazolja, hogy a növényzet párologtatása alapvet�� jelent��ség�& a napi mikrod��lések amplitúdójának 
befolyásolásában, míg a csapadéknak csak kismérték�& módosító (csökkent��) hatása van. A napi 
mikrod��lések lefolyásának, a görbe menetének kismérték�& változásai egyértelm�&en a nagyobb 
mennyiség�& csapadéknak tulajdoníthatók. 

Összefoglalóan megállapítható, hogy a növényzetnek fontos szerepe lehet abban, hogy intenzív 
párologtatással megakadályozza, ill. csökkentse a mélyebb talajrétegekbe szivárgó csapadék meny-
nyiségét, ezáltal csökkentse a csapadék szerepét a csúszási felületek kialakulásában. Ehhez azonban 
olyan növényzetre van szükség, amely intenzíven párologtat és közben nem akadályozza a talaj 
párolgását sem. 

A növényzetnek ez a hatása növelhet�� lenne különböz�� gyökérmélység�&, intenzíven párologtató 
növények egyenletes eloszlásban való telepítésével a földcsuszamlás-veszélyes területeken. Ennek 
igazolására azonban további vizsgálatok szükségesek, esetleg más tesztterületeken is. 

Köszönetnyilvánítás. Ez a tanulmány a K 81295 számú OTKA és a TÁMOP 4.2.1/B-09/1/KONV-
2010-0006 projektek keretében készült. Külön köszönjük Molnár Tibornak, Bánfi Frigyesnek és 
Újvári Gábornak a m�&szerek installálásában és karbantartásában, valamint az adatok rendszeres 
kiolvasásában nyújtott segítségét, továbbá Gimesiné Németh Ágnesnek a növényzet terepi térképe-
zésében és az adatok feldolgozásában való részvételét. 
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A NEMZETKÖZI ÉGI REFE RENCIARENDSZER (ICRS) 
ÚJ MEGVALÓSÍTÁSA: ICRF2 

Frey Sándor�
, Gabányi Krisztina�
 

 ICRF2: the new realisation of the International Celestial Reference System (ICRS) – 
The International Celestial Reference Frame (ICRF) is maintained by regular Very Long Baseline 
Interferometry (VLBI) observations at radio wavelengths. After its first definition in the middle of 
the 1990’s, the ICRF has been redefined for the first time in 2009. Here we summarise the back-
ground, the reasons, and the importance of the ICRF2 definition. We briefly introduce the new ce-
lestial reference frame, the developments expected in the near future, and give an overview of the 
related research topics in Hungary.  

Keywords: VLBI, celestial reference system, quasars, astrometry 
 
A nagyon hosszú bázisvonalú rádió-interferometria (VLBI) technikájával fenntartott nemzetközi égi 
vonatkoztatási rendszert az 1990-es évek közepén történt létrehozása után most el��ször, 2009-ben, 
újradefiniálták. Összefoglaljuk az ICRF2 (International Celestial Reference Frame 2) megalkotásá-
nak el��zményeit, indokait, jelent��ségét. Röviden bemutatjuk az új vonatkoztatási rendszert, szólunk 
a közeljöv��ben várható fejlesztésekr��l, és összefoglaljuk a témához kapcsolódó hazai kutatásokat. 

Kulcsszavak: VLBI, égi vonatkoztatási rendszer, kvazárok, asztrometria 

1  Bevezetés 

A nagyon hosszú bázisvonalú rádio-interferometria (Very Long Baseline Interferometry, VLBI) egy 
olyan csillagászati megfigyelési technika, amelynek segítségével rendkívül nagy szögfelbontással 
tanulmányozható az égbolt kompakt, fényes rádiósugárzó égitesteinek szerkezete. A geodéziával és 
más földtudományokkal foglalkozók számára a VLBI ugyanakkor az egyetlen eszközt jelenti, 
amellyel a Föld mint bolygó mozgása kell�� pontossággal követhet�� az igen távoli égitestek segítsé-
gével kijelölt kvázi-inerciarendszerben (pl. Frey 2007). A technika e két (csillagászati és geodéziai) 
alkalmazása szorosan kapcsolódik egymáshoz. Az „alappontok”, amelyek az égi vonatkoztatási 
rendszert definiálják, egyben asztrofizikai kutatások célpontjai is. 

Az 1960-as években felfedezett rádiósugárzó aktív galaxismagok, a kvazárok (szó szerinti érte-
lemben: csillagszer�& rádióforrások) ideálisnak t�&nnek egy égi vonatkoztatási rendszer kijelöléséhez. 
Egyrészt rendkívül távol, t��lünk akár több milliárd fényévnyire vannak, ezért sajátmozgásuk az 
égen t��lünk nézve (elvileg) elhanyagolhatóan kicsi. Ezzel szemben a Tejútrendszer csillagainak 
néhány év alatt is jól mérhet�� látszó elmozdulásuk van. A kvazárok általában nagyon kis szögkiter-
jedés�&ek, emiatt még a legjobb felbontást nyújtó globális VLBI hálózatokkal is többnyire közel 
pontszer�&nek látszanak. A globális VLBI hálózatokkal elérhet�� szögfelbontás a cm-es hullámhosz-
szakon az ezredívmásodperc (milli-arcsecond, mas) nagyságrendjébe esik. 

A Nemzetközi Csillagászati Unió (International Astronomical Union, IAU) 1997-ben a 
kvazárok rádiótartományban mért pozícióival definiált nemzetközi égi referenciarendszert (Interna-
tional Celestial Reference System, ICRS) választotta fundamentális égi rendszernek, felváltva ezzel 
a korábban a csillagoknak a fény látható tartományában, optikai úton mért pozícióin alapuló rend-
szert. A rendszert a gyakorlatban megvalósító els�� definíció (International Celestial Reference 
Frame, ICRF1) értelmében a koordináta-tengelyek többé formálisan már nem köt��dnek az égi 
egyenlít�� és az ekliptika síkjához, hanem 212 darab, VLBI technikával mért kvazár és rádiógalaxis 
nemzetközileg egyezményesen rögzített koordinátáihoz (Ma et al. 1998). Ezeket természetesen úgy 
határozták meg, hogy minél zökken��mentesebb legyen az átmenet a történelmileg megszokott égi 
vonatkoztatási rendszerb��l az újonnan definiáltba. Az ICRF1 becsült pontossága 250 
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mikroívmásodperc (µas), tengelyeinek stabilitása 20 µas körüli, ami nagyságrendnyi javulást jelen-
tett a korábbi (optikai) módszerekhez képest.  

Az ICRF1 megalkotásához az 1979 és 1995 között, 2,3 és 8,4 GHz-es frekvenciákon végzett 
globális geodéziai/asztrometriai VLBI megfigyeléseket használták fel. Az alacsonyabb frekvenciára 
azért van szükség, hogy a diszperzív földi ionoszféra frekvenciafügg�� késleltet�� hatását korrigálni 
lehessen – ugyanúgy, mint például a kétfrekvenciás m�&holdas helymeghatározó (Global Navigation 
Satellite Systems, GNSS) méréseknél, ahol ugyancsak a légkörön áthaladó és a felszínen detektált 
rádiójelekr��l van szó, amelyeket abban az esetben a Föld körül kering�� mesterséges holdak bocsá-
tanak ki. 

Az id��közben felgyülemlett új mérési adatok, a rendelkezésre álló korszer�&bb feldolgozási mód-
szerek és a megnövekedett pontossági igények 2009-re szükségessé és lehet��vé tették a vonatkozta-
tási rendszer újradefiniálását. Cikkünkben ennek a munkának a hátterét és eredményét ismertetjük, 
bemutatjuk az ICRF2-t. Röviden szólunk a közeljöv��ben várható fejlesztésekr��l és összefoglaljuk a 
témához kapcsolódó hazai kutatásokat is. 

2  Az égi referenciarendszer új megvalósítása 

Rendszeres geodéziai és asztrometriai célú mérések globális VLBI antennahálózatokkal az 1970-es 
évek vége óta folynak. Az ICRF1 1990-es évek közepére es�� megalkotása óta eltelt id�� alatt nyil-
vánvalóvá vált, hogy a definíció javításra, további finomításra szorul. Ennek egyik oka, hogy a 
definiáló objektumok eloszlása az égen távolról sem volt egyenletes, különösen az északi égboltra 
korlátozódott (1. ábra). Ennek egyszer�&en az volt az oka, hogy a mérésekre használt rádióteleszkóp-
hálózatok túlnyomó részt a Föld északi féltekéjén helyezkedtek el. Az elmúlt években nagy hang-
súlyt fektettek a déli égbolt kompakt rádiósugárzó kvazárjainak felmérésére, a déli féltekén elhe-
lyezked�� antennák bevonására a rendszeres VLBI mérésekbe. 

Az eredetileg az ICRF1 céljaira kiválasztott fényes kvazárok közül sokról kiderült, hogy látszó 
pozíciójuk hosszú távon kimutathatóan változik. Akkoriban a f�� szempont az objektumok fényessé-
ge és a rendelkezésre álló minél hosszabb megfigyelési intervalluma volt. Azóta lényegesen javult a 
VLBI hálózatok érzékenysége, s így még több adat áll rendelkezésre valamivel halványabb 
kvazárokról is. A pozíciós instabilitás els��dleges oka a fényes kvazárok komplex nagyfelbontású 
rádiószerkezete és annak jelent��s változása éves-évtizedes id��skálán (pl. Frey és Moór 2009, és az 
ottani hivatkozások). A rádiósugárzás fizikai eredete a kvazárok centrumában található szupernagy 
(akár egymilliárd naptömeget is elér��) tömeg�& fekete lyuk hatására vezethet�� vissza. Az ilyen ob-
jektumok hatalmas kisugárzott energiájukat a környezetükb��l beléjük hulló anyagból nyerik. Az 
er��s mágneses tér hatására a bespirálozó anyag egy része a fényéhez közeli sebességgel kidobódik a 
fekete lyuk környezetéb��l, a forgástengely mentén két ellenkez�� irányban (ezek az ún. jetek). A 
mágneses térben mozgó plazma szinkrotronsugárzást bocsát ki, amely a rádiótartományban a leg-
er��sebb. A kvazárok megfigyelhet�� nagyfelbontású rádiószerkezete általában aszimmetrikus, mivel 
a jetek közül a térben felénk mutatónak a sugárzását a relativisztikus nyalábolás (a közel fénysebes-
séggel felénk mozgó plazma sugárzási teljesítményének látszólagos megnövekedése) feler��síti, 
miközben az ellenkez�� irányba mutató jet a detektálás határa alá halványodik. A jetek komponense-
inek változása, újak kidobódása és a régebbi, távolodó komponensek elhalványodása révén a rádió-
szerkezet referenciapontja, másképpen a fényességeloszlás „súlypontja” az égen id��ben változhat. 

Végül, de nem utolsó sorban az elmúlt évek során a VLBI megfigyelési technikában és adatfel-
dolgozásban is jelent��s javulás történt. Több VLBI antenna állt szolgálatba, szélesebb sávú észlelé-
seket végeznek, megnövekedett az érzékenység, egyre több és halványabb megfigyelt égi objektum 
kerül be a programokba. Pontosabb geofizikai modellek, nagyobb teljesítmény�& számítógépek és 
szoftverek állnak rendelkezésre. Az ICRF1-hez képest a pontosság így legalább ötszörösére javítha-
tó. 
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1. ábra. Az ICRF1-et definiáló aktív galaxismagok eloszlása az éggömbön, az ekvatoriális koordináták (rektaszcenzió, 

deklináció) rendszerében. Jól kivehet�� a déli félteke hiányosabb lefedettsége, az ICRF1 egyik f�� gyengesége (Ma et al. 1998) 

Az ICRF1 objektumairól és számos más rádióforrásról folyamatosan felhalmozódó VLBI adatok 
értéke, hogy egy vagy több id��pontban a források nagyfelbontású rádiószerkezetére vonatkozó 
információt is tartalmaznak. Ezeknek az ismereteknek a birtokában kellett kiválasztani azokat az 
objektumokat, amelyek a legígéretesebbek az ICRF újradefiniálása szempontjából. Több éves el��-
készít�� munka után a Nemzetközi Földforgás és Referenciarendszer Szolgálat (International Earth 
Rotation and Reference Systems Service, IERS), valamint a Nemzetközi VLBI Szolgálat (Interna-
tional VLBI Service for Geodesy and Astrometry, IVS) közös munkacsoportja alkotta meg az 
ICRF2-t (Fey et al. 2009), amit 2009-es közgy�&lésén az IAU hivatalosan is elfogadott. 

Az ICRF2 legfontosabb tulajdonságai, újdonságai a következ��k. Az új égi vonatkoztatási rend-
szerhez összesen 295 definiáló aktív galaxismagot használtak (2. ábra). Ezeket úgy válogatták ki, 
hogy egyrészt ne rendelkezzenek jelent��s kiterjedt rádiószerkezettel – ehhez a kvazárok els��sorban 
csillagászati (asztrofizikai) célú VLBI feltérképezéseib��l származó információkat használtak – más-
részt a források pozíciójáról rendelkezésre álltak az elmúlt b�� három évtizedb��l származó mérések. 
Ezek alapján ki lehetett sz�&rni olyan objektumokat, amelyek szignifikáns, esetenként nem lineáris 
látszólagos elmozdulást szenvedtek. Az új definiáló források közé csak olyanok kerülhettek be, 
amelyek pozíciója stabilnak mutatkozott. Ugyanakkor nem szabad feltételezni, hogy kizárólag en-
nek a 39 kisz�&rt kvazárnak a pozíciója instabil valamilyen mértékben a rendelkezésre álló mintegy 
3400 forrás közül! Ha vannak is, az észlelt látszólagos elmozdulások egyrészt olyan kismérték�&ek, 
hogy nem okoztak gondot, másrészt a források legnagyobb többségére egyel��re egyszer�&en nem áll 
rendelkezésre elegend�� mennyiség�& észlelési adat, hogy biztonsággal meg lehetne ítélni hosszú távú 
pozíciós stabilitásukat. 

A korábbi ICRF1-hez (Ma et al. 1998) való kapcsolódást, és ezzel a folytonosságot a régi és az 
új rendszer között 138 közös objektummal biztosították. Az ICRF2 dokumentum külön táblázatban 
sorolja fel a 295 definiáló rádióforrás koordinátáit, illetve azok formális hibáit (Fey et al. 2009, 18. 
táblázat). Egy másik listán további 992 darab, rendszeresen megfigyelt kompakt extragalaktikus 
forrás koordinátái találhatók (Fey et al. 2009, 19. táblázat). Végül 2197 olyan egyéb ismert 
rádiókvazár és egyéb aktív galaxismag pozícióit is megtalálhatjuk, amelyekre csak egy vagy legfel-
jebb néhány id��pontból állnak rendelkezésre mérési adatok (Fey et al. 2009, 20. táblázat). Így az 
ICRF2 katalógusa összességében 3414 égi rádióforrás koordinátáit tartalmazza, egységes formá-
tumban. A teljes égi vonatkoztatási rendszer pontossága kb. 40 µas, ez mintegy hatszoros javulást 
jelent az ICRF1-hez képest. A tengelyek stabilitása – amit a rádióforrások különböz�� részhalmazai-
nak figyelembe vételével számított megoldások alapján határoznak meg – kb. 10 µas, kétszer jobb 
az ICRF1-re jellemz�� értéknél. 
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2. ábra. Az ICRF2-t definiáló 295 aktív galaxismag elhelyezkedése az éggömbön, az ekvatoriális koordináták 

(rektaszcenzió, deklináció) rendszerében (Fey et al. 2009) 

3  Az ICRF2 el��nyei és a rendszer jöv��je 

A referenciarendszer pontosabb és stabilabb magvalósításából származó gyakorlati el��nyök közül 
érdemes kiemelni néhányat. Az egyik a földforgás-paraméterek, különösen a precesszió, a nutáció 
és bolygónk forgási szögsebessége meghatározásának növekv�� megbízhatósága. Itt érdemes hang-
súlyozni, hogy ezekre a mérésekre a VLBI ma, a m�&holdas technikák – a GNSS, a mesterséges 
holdakra végzett lézeres távmérés – korában is egyedülálló módon alkalmas, mivel a távoli 
extragalaktikus rádióforrások jelölik ki azt a vonatkoztatási rendszert, amely a legjobb közelítéssel 
inerciarendszernek tekinthet��. Egy másik alkalmazás a bolygóközi �&rszondák navigációja a kvázi-
inerciális vonatkoztatási rendszerben, közeli ICRF rádióforrásokhoz képest meghatározott pozíciók-
kal. Itt az ugyancsak a rádiótartományban a Földre sugárzó �&reszközök relatív helyzet-
meghatározásáról van szó. 

Ez utóbbi alkalmazási területtel is összefüggésben történnek er��feszítések a hagyományosaknál 
(2,3 és 8,4 GHz) magasabb frekvenciákon (24 és 43 GHz-es) végzett VLBI mérések nyomán el��álló 
égi referenciarendszer létrehozására is. Ezeken a magasabb frekvenciákon – a kvazárok rádiósugár-
zási mechanizmusából következ��en – a rendszert kijelöl�� objektumok sokkal kompaktabbnak, pont-
szer�&bbnek látszanak. Ezért felmerült olyan elképzelés is, hogy az ICRF definíciójának megújítása-
kor a most alkalmazottaknál magasabb frekvenciapárra kellene áttérni. Gondot jelent ugyanakkor, 
hogy így kevesebb szóba jöhet��, viszonylag fényes rádióforrást találunk az égen. Gyakorlati prob-
lémát okozna, hogy természetesen az antennák vev��berendezéseit is le kellene cserélni, nem is be-
szélve arról, hogy a legtöbb m�&köd�� geodéziai VLBI antenna reflektáló felülete nem elég pontos 
forgásparaboloid ahhoz, hogy akár milliméteres hullámhosszakon is dolgozzon. Így az ICRF2 meg-
alkotásakor továbbra is az eddig használt frekvenciákon végzett méréseket vették figyelembe. 

Az Európai �%rügynökség (ESA) 2013-ban tervezi indítani Gaia nev�& optikai asztrometriai �&r-
szondáját (pl. Prusti 2010), a Nap–Föld rendszer küls�� Lagrange-pontja körüli pályára. A Gaia mé-
rései alapján 2020 körülre el��álló, több százezer kvazár égi pozícióján alapuló extragalaktikus vo-
natkoztatási rendszer pontossága várhatóan meg fogja haladni a rádiótartományban definiált ICRF-
ét. El��ször nyílik lehet��ség arra, hogy mind a rádió-, mind az optikai tartományban közösen megfi-
gyelt kvazárok segítségével közvetlenül is összekapcsolhassuk majd a két égi referenciarendszert, 
amihez célszer�& lesz a lehet�� legpontosabb ICRF-et használni. 
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4  Hazai kutatási irányok 

A vonatkoztatási rendszer pontosságának további növelésére, az ICRF-et definiáló objektumok 
vizsgálatára számos lehet��ség adódik. Ezekb��l kutatócsoportunk is ki tudja venni a részét. Jelenleg 
nem teljesen világos például, hogy mi okozza a kvazárok kismérték�&, de kimutatható pozícióválto-
zását (Frey és Moór 2009). Egy eddig még nem vizsgált nagyságú, több mit 60 objektumot tartal-
mazó minta elemzése alapján – legalábbis statisztikai értelemben – a pozícióváltozások iránya ösz-
szefüggésben lehet a kvazárok ezred-ívmásodperces szögskálán, csillagászati VLBI mérésekkel 
megfigyelt szerkezetének jellemz�� kiterjedési irányával. (Korábban csak egy-egy objektumot vizs-
gáltak ebb��l a szempontból.) Ezt az eredményt várhatjuk asztrofizikai megfontolások alapján is. 
Vannak azonban olyan egyedi kvazárok, ahol ez az összefüggés egész biztosan nem áll fenn (Moór 
et al. 2011). Vagyis még távolról sem tudunk mindent a pozícióváltozások természetér��l és kiváltó 
okairól. Az is kérdéses, hogy az ICRF2 mostani definíciója során lényegében stabilnak tekintett 
objektumok valóban azok-e, illetve hosszabb mérési sorozatot követ��en továbbra is annak bizo-
nyulnak-e. 

A legpontosabb rádió (ICRF) és optikai (Gaia) rendszerek küszöbön álló összekapcsolásával 
összefüggésben egy igen aktuális kérdés, hogy joggal tételezhetjük-e majd fel, hogy az aktív 
galaxismagoknál, a két eltér�� hullámsávban megfigyelve, a térben minden esetben ugyanoda esik a 
fényességi csúcs (Frey et al. 2006). Csak ebben az esetben használhatók ugyanis a két rendszerben 
közös objektumok feltétel nélkül arra, hogy magukat a vonatkoztatási rendszereket a segítségükkel 
összekössük. A jelenleg elérhet�� – igaz, a rádió ICRF-nél legalább egy nagyságrenddel pontatla-
nabb égi koordinátákat tartalmazó – extragalaktikus optikai égboltfelmérések (pl. Sloan Digital Sky 
Survey, SDSS) részletes vizsgálatával megpróbálhatunk választ adni a kérdésre. Korábbi el��zetes 
eredményeink azt valószín�&sítik, hogy léteznek olyan rádióforrások, amelyeknél jelent��s, akár 
100 mas nagyságrend�& eltérések is tapasztalhatók a rádió és optikai pozíciók között (Frey et al. 
2006). Az ilyen objektumok kisz�&rése, az eltérések fizikai okának megfejtése a két rendszer pontos 
összekapcsolásának egyik alapfeltétele. Legújabban vizsgálatainkat kiterjesztettük a folyamatosan 
b��vül�� SDSS eddigi két legteljesebb, 7. és 8. számú adatbázisára (Data Release 7 & 8, DR7 és 
DR8). Immár a rádiósugárzó aktív galaxismagok ICRF2 koordinátáit alkalmazva az összehasonlí-
tásra, egy kb. ezer elem�& közös rádió–optikai minta alapján továbbra is elmondható, hogy jelent��s 
(20 fölötti) számban találhatók szignifikánsan eltér�� pozíciójú kvazárok (Orosz G. és Frey S., el��ké-
születben). 

A többek közt a vonatkoztatási rendszer lokális s�&rítésére is alkalmas, korábban kidolgozott 
módszerünket (Mosoni et al. 2006, Frey et al. 2008) már alkalmaztuk a DAS (Deep Astrometric 
Standards) programban (Frey et al. 2007, Platais et al. 2008). Ennek célja a közeljöv��ben építend��, 
hatalmas mozaik CCD detektorokkal ellátott optikai teleszkópok pontos asztrometriai kalibrációjá-
nak megoldása, aminek keretében egyes kijelölt égi mez��k optikai és rádió méréseire, optikailag 
halvány kvazárok pontos koordinátáinak meghatározására kerül sor. Így mód nyílik a teljes mez��k 
halvány csillagainak pontos elhelyezésére az ICRF-ben. Az el��készítés alatt lev�� bolygóközi �&r-
szondák, különösen a Jupiterhez és annak Europa nev�& holdjához készül�� Europa-Jupiter System 
Mission (EJSM) navigációja számára ugyancsak szükség lesz az égi referenciarendszer lokális s�&rí-
tésére. Most el��ször fordulhat el��, hogy az �&reszközön repül�� rádióadó paramétereit a majdani 
VLBI megfigyelések szempontjai szerint optimalizálják (Cimò et al. 2009; 
http://meetingorganizer.copernicus.org/EPSC2009/EPSC2009-201-2.pdf, 2011-06-01). 

5  Összefoglalás 

A nemzetközi égi referenciarendszer 2009-ben elfogadott új definíciója, az ICRF2 széles nemzetkö-
zi együttm�&ködésben készült. Ez alatt nem csak az értend��, hogy maguk a három évtizedet felölel�� 
rádió-interferométeres (VLBI) mérések – a technika lényegéb��l adódóan – globális hálózatokkal, az 
egész Földet lefed�� antennarendszerekkel történtek, hanem a vonatkoztatási rendszer definícióját 
kidolgozó munkacsoport tagjai is több, a technika alkalmazásában élenjáró országból kerültek ki, 
továbbá a munkát koordináló szakmai szervezetek is nemzetköziek. A koordináta-megoldásokat hét 
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független adatfeldolgozó központban, összesen négy szoftver alkalmazásával állították el��. Ez biz-
tosítja a kombinált megoldás megbízhatóságát. Az ICRF2 az ICRF1-hez képest több mint ötször 
annyi égi rádióforrás koordinátáit tartalmazza, pontossága 5-6-szorosára, stabilitása mintegy kétsze-
resére javult. A két rendszer közti folytonosságot 138 közös forrás biztosítja, amelyek közül 97 
mind az ICRF1-ben, mind az ICRF2-ben definiáló objektum. Az ICRF2 definiáló forrásainak pozí-
ciós stabilitása, valamint egyenletes eloszlásuk az északi és a déli égbolton kiküszöböli az ICRF1 
két legjelent��sebb hiányosságát. 

Hogy mikor lehet ICRF3, az egyel��re még nem világos, s nagyban függ a várhatóan 2013-ban 
felbocsátandó Gaia asztrometriai �&rszonda sorsától, m�&ködését��l. Feltehet��, hogy az égi vonatkoz-
tatási rendszert legközelebb már a Gaia mérései alapján, optikai tartományban definiálják. A rádió-
tartományban a globális geodéziai/asztrometriai VLBI mérések a jöv��ben is folyamatosan, szolgá-
latszer�&en tovább folynak. 

Köszönetnyilvánítás. Kutatásainkat részben az Országos Tudományos Kutatási Alapprogramok 
(OTKA) támogatásával végezzük, a K72515 sz. szerz��dés alapján. 
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