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"Minden nemzet a maga 

nyelvén lett tudós, 

de idegenen sohasem." 

 

 

 

(Bessenyei György) 

  



 

 

ÁLTALÁNOS INFORMÁCIÓK ÉS ÚTMUTATÓ 

A Geomatikai Közlemények 1998 óta rendszeresen, általában évenként egy alkalommal megjelenő 
folyóirat. A kiadvány célja, hogy elsősorban magyar és esetenként angol nyelvű fórumot biztosítson 
a hazai, ill. külföldi kutatóknak és szakembereknek, akik a geodézia, fotogrammetria, térinformati-

ka, fizikai geodézia, geofizika, földmágnesség, geodinamika, a Föld belső szerkezete és a Föld kö-
rüli térség fizikája, tágabb értelemben véve a geomatika szakterületén elért tudományos eredménye-

iket szeretnék közzétenni. A kiadványban megjelenő cikkek és tanulmányok a mai normáknak meg-

felelő lektorálási folyamaton mennek keresztül, azaz mielőtt publikálásra kerülnek legalább kettő 
független bíráló véleményt alkot a közlésre benyújtott kéziratról. A bírálók nevét alaphelyzetben 
csak a szerkesztőbizottság ismeri, de a bírálók kérhetik anonimitásuk felfüggesztését. A bírálatok 

alapján a szerkesztőbizottság dönti el, hogy az adott kézirat megfelel-e a Geomatikai Közlemények 
formai és tartalmi követelmény-rendszerének, illetve, hogy az esetlegesen felmerülő hibák és hiá-
nyosságok kijavíthatók- és pótolhatók-e a kézirat kisebb-nagyobb átdolgozásával. 

A Geomatikai Közlemények szerkesztését – amelyet 2011-től már egy, az Interneten keresztül elér-

hető és működtethető web felület is támogat (www.geomatika.ggki.hu/kozlemenyek Lovranits 

Tamás és Papp Gábor) – társadalmi munkában végző szerkesztőség nagy hangsúlyt fektet a lehető 
leggyorsabb minőségi munkára. Ez mind a szerzőktől, mind a bírálóktól erőfeszítéseket és fegyel-

met kíván, amit a szerkesztőség előre is tisztelettel megköszön. Ennek biztosításához javasoljuk 
áttanulmányozni a következő anyagokat: 

formai_es_tartalmi_kovetelmenyek.docx, 

geomatikai_kozlemenyek_utmutato_biraloknak.pdf, 

amelyek a már fent megadott címre belépve letölthetők a megfelelő linkekről. A regisztrált felhasz-

nálók ugyanezen a címen keresztül végezhetik el a rendszer által koordinált aktuális feladataikat, 
akár szerzői, akár bírálói szerepkörben. Az új felhasználók ugyanitt regisztrálhatnak, felhasználói 
név és e-mail cím megadásával. 

A feltöltött kéziratokat a szerkesztőség előbírálja, elsősorban az instrukciókban megfogalmazott 

formai szempontok szerint. Ha a kézirat formailag kielégítőnek bizonyul, akkor elindul a bírálati 
folyamat, amely általában több ciklust is képez, és egészen addig tart, ameddig a bírálók, ill. a szer-

kesztőség ezt tartalmi-formai indokok miatt szükségesnek tartják. A bírálati fázisokról és az aktuális 
teendőkről mind a szerzők mind a bírálók automatikus üzenetekben értesülnek. 

A Geomatikai Közleményeket a Földfizikai és Űrtudományi Kutatóintézet adja ki. A kiadás anyagi 
hátterét egyrészt a kétévente Sopronban megrendezésre kerülő Geomatika Szeminárium, másrészt 
különböző pályázatok és tudományos szervezetek (pl. Soproni Tudós Társaság) támogatásai bizto-

sítják. A XXIV. kötet megjelenését a Petőfi Kulturális Ügynökség FIT-SN-2021-0016. sz. pályázati 
támogatása tette lehetővé. 

A Geomatikai Közlemények jelen kötetének felelős szerkesztői: 

Bányai László, Benedek Judit, Gribovszki Katalin, Kenyeres Ambrus, Kis Árpád, Szabó Szilárd és 
Völgyesi Lajos. 
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IN MEMORIAM DEZSŐ NAGY 

József Ádám*, Gábor Papp** 

 
 

Dezső Nagy 19.04.1930 – 11.12.2020 

 

On 11th of December, 2020 Dr. Dezső Nagy, MSc surveyor, emeritus researcher of the Geodetic 
Survey of Canada (currently known as Geodetic Survey Division, Natural Resources Canada) died 

of a fatal illness at his home in Ottawa, Canada. Although his incurable disease was known the 

notification on his death caused heartache to all those who knew him personally and had contact 

with him. 

Dezső Nagy was born on 19th of April, 1930 in Hajdúdorog, Hungary. He finished his studies at 
the secondary school (lyceum) of his home town in 1948. He was graduated at MSc level at the 

Faculty of Civil Engineering of the Technical University of Budapest as a surveyor in Sopron in 

July, 1953. After graduation he won a 3 year stipend of the Hungarian Academy of Sciences and his 

studies and research work were led by Prof. Dr. István Hazay and Prof. Dr. Antal Tárczy-Hornoch. 

He spent the first two years in the Central Research Laboratory of Optics and Precision Mechanics 

supervised by Dr. Ferenc Szalkay. He left Hungary after the fall of the revolution in 1956 and his 

MSc degree was reaffirmed at the University of Toronto (UT) in 1958. His thesis work was 

dedicated to electronic distance measurement. After completing his PhD studies in the field of geoid 

determination he obtained his doctorate (PhD) at UT in 1962 with a dissertation entitled “Geoidal 
Contours”. 

He attended several training courses organized by different universities of Canada and the USA 

(Advanced Digital Computer Programming, University of Pennsylvania, 1965; Special Summer 

Institute in Dynamical Astronomy, Cambridge, MA, 1969; Advanced TeX/Macro Writing Course, 

Carleton University, 1988; Desktop Publishing, Toronto, 1990). 

In 1961, he moved from Toronto to Ottawa where he was employed as a research scientist of the 

Gravity Division of Dominion Observatory. He worked here from 30th of March, 1961 until his 

retirement in 1993 but remained an emeritus researcher until 2012. 

His interests focused on problems of geoid determination, but he also coded numerous 

algorithms for the computer solution of general routine tasks of the Gravity Department. He was the 

first scholarship holder of the UT Computing Centre where he began the calculations for his 

doctoral thesis in 1958. The main result of his doctoral work was a computer code he wrote to 

determine the gravimetric deflections of the vertical by linearizing the Stokes function. The block 

average (representative value) of the gravity data was obtained by the determination of bivariate 
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polynomials the accuracy of which was tested using the inverse matrix of the least squares 

adjustment. This way the computations could be run with minimal user interaction. For the rigorous 

solution of the Stokes integral, however, a worldwide coverage of gravity data is required. The 

necessary data, outside Canada, were obtained from databases at the Ohio State University, 

Goddard Space Flight Center and the Bureau Gravimetrique International. He also wrote a program 

code for the solution of large systems of linear equations which was implemented successfully for 

the adjustment of the Canadian gravimetric base network in 1961. 

In Fortran he developed some forward 2D and 3D program codes to support the geological 

interpretation of gravity anomalies. He applied intensively the Monte Carlo and the Fast Fourier 

Transform methods in his investigations. In addition to the tasks mentioned above, he was 

responsible for the accuracy analysis of the gravity data base of the Dominion Observatory and for 

the visualization of data using both contour and 3D anaglyph plots. He also developed all the related 

program codes for the calculations of map projections and transformations and edited maps of geoid 

undulation and gravity anomaly data derived from global geopotential models provided by satellite 

observations. The Fortran codes written by him contain more than 280 000 program lines. 

A closed expression for a specific solution of the Newton integral proposed by him was 

published in Geophysics in 1966. It describes the gravitational effect of a right rectangular 

parallelepiped (prism) and has resulted in over 600 citations and innumerable applications in 

scientific research since its publication. Dr. Nagy was determined to optimize his program code 

based on the closed expression mentioned above both in terms of numerical accuracy and 

computational time. The best version of the algorithm consists of only 7 lines of Fortran statements 

and commands. The great theoretical advantage of modelling with prisms is its rigour in terms of 

analyticity. The functional relations between the different parameters of the gravitational field 

(potential, geoid undulation, first and higher order derivatives of the potential, etc…)  generated by 

a prism (or a set of prisms) can be studied without the use of any numerical approximations. 

He was an active member of some working groups of the International Association of Geodesy 

(IAG SSG 5.100, IAG SSG 3.113, IAG SSG 3.116) and the Geoid Commission of Canada between 

1986 and 1993. He participated in several joint research projects with colleagues working for 

University of New Brunswick, National Geodetic Survey, USA and Naval Postgraduate School, 

California. Between 1963 and 2010 he attended many domestic and international scientific 

conferences, meetings and workshops where he usually gave talks on his research results. He 

published more than 200 papers, many of them without co-authors. 

He also showed a keen interest in the ever-evolving methods of presenting research findings, 

always using the latest computer tools and software. Since the advent of personal computers, he has 

therefore programmed his own presentation slides, posters and graphics using the PostScript 

language. 

Since 1990, when the iron curtain fell and Hungary regained its political independence from the 

Soviet bloc he has engaged in fruitful cooperation with researchers of the Geodetic and Geophysical 

Research Institute of the Hungarian Academy of Sciences, Sopron (GGRI).  They published several 

joint papers on interpolation techniques and geoid modelling. In 2000, a paper was published in 

Journal of Geodesy on the analytical/numerical behaviour of formulae derived to describe the 

gravitational field generated by a prism. He wrote a few papers also for the journal of Hungarian 

surveyors “Geodézia és Kartográfia” to share his high level knowledge on geodesy and geodetic 
research. During his visits to Sopron and Budapest he gave talks on his research and development 

results at least 20 times. Between 1994 and 2010, he was a member of the advisory board of the 

journal Acta Geodaetica et Geophysica Hungarica, published by the Hungarian Academy of 

Sciences. His activities in Hungary were supported by an agreement negotiated in 1991 between the 

Geodetic Survey of Canada and the GGRI, Sopron. This agreement was later renewed several times. 

His outstanding professional work was recognised by the Budapest University of Technology and 

Economics with a gold diploma in 2003 and a diamond diploma in 2013. He became an honorary 

member of the Hungarian Society of Surveying, Mapping and Remote Sensing in 2013. 

Rest in peace! His kind and helpful personality and professional achievements will be 

remembered for a long time.  
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FORGÓLÉZERES SZINTEZŐMŰSZER HIBAFORRÁSAINAK 
ELKÜLÖNÍTÉSE 

Kalmár János, Orbán Aladár, Gribovszki Katalin* 

 Separation of error sources of the rotary laser level equipment – During the 

measurement, the laser beam of the rotary laser level equipment have to rotate in a horizontal 

plane. The maximum allowed deviation between the actual plane defined by the rotating laser beam 

and the horizontal plane (the tail-swing) is ± 0.2mm/m. Leveling error of the rotary laser level 

equipment can be caused by horizon-skewness and cone error. Previous studies could not separate 

the effect of the mentioned angle errors, but our geometric modeling made the separation possible. 

The angle errors can be separately determined from the readings, detected on specially located 

leveling poles. The readings provide height errors at these specially located leveling poles 

positions. 

Keywords: rotary laser level equipment, geometric modeling, horizon-skewness, cone error 

 

A forgólézeres szintezőműszer lézerfényének méréskor mindig vízszintes síkban kell körbeforognia, 
ettől való eltérése csak korlátok közt (pl. ±0.2 mm/m) megengedett. A szintezőműszer magassági 
hibáját a horizontferdeség és a kúphiba okozhatja. A korábbi vizsgálatok nem tudták elkülöníteni a 
két szöghiba hatását, de geometriai modellezéssel sikerült kimutatnunk, hogy speciális helyzetű 
mérőléc pozíciókkal a két szöghiba a skáláknál detektált magassági hibák alapján elkülönülten 
meghatározható. 

Kulcsszavak: forgólézer, geometriai modellezés, horizontferdeség, kúphiba 

1 Bevezetés 

Intézetünk (Csillagászati és Földtudományi Kutatóközpont Geodéziai és Geofizikai Intézet) Tárczy-

Hornoch Antal mérőcsarnokában geodéziai műszerek kalibrálása folyik, azaz szabatos mérésekkel 
megállapítják, hogy a vizsgált műszerek pontossága teljesíti-e a gyártó által vállaltakat. Ha nem, 

akkor szükség van a műszer szakszervizben vagy gyártónál történő beszabályozására. 

Jelen cikkben a forgólézeres szintezőműszer kalibrálásának hibaforrásaival foglalkozunk. Az 
önszintező forgólézeres szintezőműszer (1. ábra) belső szerkezetét sajnos pontosan nem ismerjük. A 
műszerben van egy állótengely, melyet a műszer felállítása után inga és mágnesek vagy újabban 
elektromos szervomotorok állítanak automatikusan függőleges helyzetbe (https://laserlevelguru.com 

/using-rotary-laser-level/, 2019.11.03.). A lézer fényforrás az állótengely belsejében van felszerelve. 
Az állótengely felső végére derékszögű prizmát helyeznek, amely az állótengely körül forgatható, és 
amely az eredetileg függőlegesen haladó lézer-fényt 90 fokkal megtörve vízszintes irányba tereli. 
Forgás közben a prizma által kivetített lézerfény vízszintes síkot tűz ki. 

2 A szintezőműszer kalibrálása 

Vizsgálatainknál a Topcon forgólézeres szintezőműszert a 30 m hosszú és 4.6 m széles 
laboratóriumunk közepén állítottuk fel (2. és 3. ábrák), egy vízszintesre szintezett felületen. A terem 
négy falának felezőpontjaiban egy-egy függőlegesre állított, mm osztású lécet (skálát) helyeztünk 
el, melyeknek kezdőpontját egyforma magasságúra állítottuk. 

A legegyszerűbb vizsgálatoknál csupán azt figyeljük, hogy a kivetített fény egyforma 
magasságban pásztázza-e a léceket, (az elkerülhetetlen műszerszabályozási hibák miatt ez még 
sohasem fordult elő), illetve, hogy mekkora a szemközti (átellenes) léceken leolvasott értékek 
egymástól való eltérése.  

file:///C:/Users/szucs_e/AppData/Local/Documents%20and%20Settings/Karner.KARNERA/Application%20Data/Microsoft/Word/geomatika@ggki.hu
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1. ábra. Egy tipikus forgólézeres szintezőműszer 

Ez csupán tájékoztató adatokat szolgáltat az adott távolságokon a műszer pontosságáról, aminek 
alapján a gyártók ajánlása szerint eldönthető, hogy elküldjük-e beszabályozásra a műszert a 
gyártónak (pl. https://www.laserlevelhub.net/how-to-calibrate-a-dewalt-laser-level/, 2019.11.03. 

vagy http://www.johnsonlevel.com/News/RotaryLaserLevels, 2019.11.03.). 

Részletesebb vizsgálatainkban meghatároztuk az adott műszermagasságban vízszintesen haladó 
fény helyes leolvasási értékét is (Kell érték) a következő módon (Orbán 2000). Tekintsük 
műszermagasságnak a műszer üveg-falán megjelenő kör-alakú fényfolt középpontját. Ez a további 
műveletek részére úgy jeleníthető meg, hogy a kilépő fény útját vékony papírlappal zárjuk el. Ezen 
az ernyőn megjelenő kör-alakú fényfolt középpontja a felsőrendű szintezés szabályai szerint a lécre 
vetíthető. Az így kapott lécpozíció lesz a műszerből kilépő és vízszintesen haladó fény helyes 
leolvasási, vagy Kell értéke mind a négy skálán. 

A további vizsgálatok alatt a forgó lézer a műszerhibákkal terhelt magasságokat vetíti a lécekre. 

Ezek a Van értékek. A Van - Kell különbség értékei az 𝑠 skála pozíciójától függő 𝛿(𝑠) műszerhibák 
(2. ábra). 

Az 𝑟 távolság és a 𝛿 hiba ismeretében a műszer hibája 𝛾 szögértékben is kifejezhető. A hiba 
ismert 𝛾 szöge viszont lehetővé teszi, hogy korrekció céljából a gyakorlati munkáknál bármely 𝑟 
léctávolságra kiszámítható legyen a 𝛿 műszerhiba (Orbán 2000) a következőképpen. Legyen adott 𝑟 
és 𝛿 ugyanazon mértékegységben (pl. mm), akkor a szögmásodpercben kifejezett 𝛾 szöghiba kis 
szögekre felírható 𝛾≈𝜌𝛿

𝑟
 alakban, ahol 𝜌=3600"180

𝜋
≈206265". Az előző képlet alapján a 𝛿 

hiba adott 𝑟 távolságon 𝛿≈𝑟𝛾
𝜌
  képlettel jellemezhető. 

A forgólézeres szintezőműszer főbb szerkezeti és igazítási hibaforrásai a következők: 
horizontferdeség és kúphiba (2. ábra). 

Horizontferdeségről akkor beszélünk, ha az állótengely nem függőleges (𝛼 szöghiba). Ebben az 
esetben a lézerfény forgás közben nem vízszintes, hanem ferde síkot tűz ki, amely egy adott 
irányban a vízszint alatt, ellenkező irányban a vízszint felett halad. 

Kúphiba akkor lép fel, ha a forgó prizma a függőleges fényt nem derékszögben töri meg (𝛽 

szöghiba). Ekkor a lézerfény állótengely szimmetria-tengelyű tölcsérszerű kúp-palástot pásztáz 
forgás közben, amely mindig vagy a vízszint felett, vagy az alatt áll. Itt jegyezzük meg, ha 
kalibráláskor tartanánk magunkat a már hivatkozott gyártói ajánlásokhoz, akkor a ’tiszta’ kúphibát 
sosem vennénk észre, mert ekkor az átellenesen mért Van értékek nem különböznek. 

𝛾 a két, korábban nem elkülönített szöghiba 𝛼 és 𝛽 összege (𝛾=𝛼+𝛽) . 
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2. ábra. A lézerfényvető tengelyhibái 

Kalibráláskor a laboratórium közepén felállított műszerrel körmérést végeztünk a négy lécen, majd 
a műszert felemelve a vízszintes lapról 90 fokonként elforgattuk, és megismételtük a körbemérést. 
A mérési értékeket táblázatba foglaltuk és meghatároztuk a műszerhibák átlag-értékét és maximális 
értékét. 

Eddigi méréseink során a két hiba szétválaszthatatlan volt, tehát a laboratóriumban adott 𝑟 
távolságon kapott 𝛿 műszerhiba a horizontferdeség és a kúphiba együttes hatását tükrözte. 

3 A kalibrálási eljárás geometriai modellje 

Ha 𝑟(𝑠) jelöli a műszer és az s skála távolságát, akkor a 𝛿(𝑠)/𝑟(𝑠) [mm/m] fajlagos skálahibák 
meghatározásával hitelesítjük a műszert, és a hiba okát is megnevezhetjük, ha csak egyik típusa 
fordul elő. A valóságban azonban a horizontferdeségi hiba és a kúphiba egyidejűleg is megjelenhet, 
egyes skálapozíciókban kiolthatják vagy felerősíthetik egymást, ezért kívánatos lenne hatásuk és 
nagyságuk elkülönítése és meghatározása még a kalibrálás során, ami a műszer beszabályozását is 
megkönnyítené.  

A 2. ábra jelölései szerint a műszertől a skála 𝑟 vízszintes távolságra van, a fényvető és a skála 
definiálta síkban, az állótengely eltérése a függőlegestől 𝛼 (horizontferdeség), a fényvető eltérése 
pedig az állótengelyre merőlegestől 𝛽 (kúphiba), akkor a mért 𝛿 műszerhiba az alábbi képletekkel 
számolható (felhasználva, hogy 𝛼 és 𝛽 nullához közeli, kicsi szöghibák) 

 δ=𝑟tan(𝛼+𝛽)≈𝑟(𝛼+𝛽)  . (1) 

Látható, hogy a 𝛿 műszerhiba akkor is lehet nulla, ha mindkét szöghiba létezik, de ellenkező 
nagyságú, ezért egyetlen skálapozícióval (méréssel) a műszer nem minősíthető. (1) képlet alapján 𝛽 

felírható az alábbi egyszerű alakban: 

 𝛽≈𝛿
𝑟
−𝛼  . (2) 

Hasonló összefüggések érvényesek az átellenes skálapozícióban: 𝑟’=𝑟, 

 𝛿′=𝑟tan(−𝛼+𝛽)≈𝑟(−𝛼+𝛽)  , (3) 

 𝛽≈𝛿′
𝑟
+𝛼  . (4) 

A 𝛽 kúphiba konstans, ezért (2) = (4) miatt: 
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 𝛼=𝛿−𝛿
′

2𝑟
 (5) 

és (2)-be 𝛼-t (5) alapján visszahelyettesítve kapjuk: 

 𝛽≈𝛿
𝑟
−𝛼=𝛿+𝛿′

2𝑟
  . (6) 

A (6) képlet alapján látható, hogy a 𝛽 kúphiba már két, átellenes skálapozíción mért magassági 
hibából meghatározható, de az 𝛼 horizontferdeség (5) nagysága a fényvető irányításától függ, mert 
az állótengelynek a lézerfény sugara és a fényvető prizmán át húzott függőleges egyenes által 
kifeszített síkra eső merőleges vetülete fogja definiálni 𝛼 pillanatnyi értékét. 

Az állótengely horizontferdeségét egyetlen 𝛼 szöggel nem tudjuk jellemezni, szükség van a 
fényvető irányára is, de mindkettő helyettesíthető az állótengely 𝑎=(𝑥𝑡,𝑦𝑡,1) irányvektorával. Ha 
az állótengely hibamentes, vagyis függőleges helyzetű, akkor 𝑥𝑡=𝑦𝑡=0  . 
A skálán a Kell pozíció (ahová a lézerfény hibamentes műszer esetén világítana) 𝒃 irányvektora 

a műszer fényvető origójú koordinátarendszerében 𝑏=(𝑥𝑠,𝑦𝑠,0) lesz, és jelölje 𝑟=√𝑥𝑠2+𝑦𝑠2 a 

műszer és a skála (mérőléc) távolságát. Ismert, hogy 

𝑎∙𝑏=𝑥𝑡𝑥𝑠+𝑦𝑡𝑦𝑠=|𝑎||𝑏|cos(𝛼+90°)=−|𝑎||𝑏|sin𝛼, ahol  |𝜶|=√𝑥𝑡2+𝑦𝑡2+1, és |𝒃|=𝑟, 
ezért 

 sin(𝛼)=−(𝑥𝑡𝑥𝑠+𝑦𝑡𝑦𝑠)
𝑟|𝛼|

  , (7) 

 𝛼≈−(𝑥𝑡𝑥𝑠+𝑦𝑡𝑦𝑠)
|𝛼|

   . (8) 

Az állótengely irányvektorának, vagyis a horizontferdeség meghatározásához további mérésekre 
van szükség, mert az átellenes skálapozíciókból 𝛼-ra kapott (5) és (8) összefüggések alapján csak 
egy egyenlet írható fel az állótengely keresett (𝑥𝑡,𝑦𝑡) koordinátáira. 

Az új magassági mérések az első két mérés tengelyére merőlegesen történjenek (3. ábra).  

A merőleges tengelyen a skálák helyvektorai: 𝒃𝟐=(𝑦𝑠,−𝑥𝑠,0) és 𝒃𝟐′=− 𝒃𝟐 lesznek, amivel 

aktualizáljuk az (5) és (8) képleteket: 

 𝛼2=
𝛿2−𝛿2

′

2𝑟 
  , (9) 

 𝛼2≈
−(𝑥𝑡𝑦𝑠+𝑦𝑡𝑥𝑠)

𝑟|𝑎|
  .  (10) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. ábra. A műszer kalibrálásának skálapozíciói 

Topcon 
𝒃 𝒃′=−𝒃 

𝒃𝟐′=− 𝒃𝟐 

𝒃𝟐┴𝒃 

𝛿 𝛿′
’ 

𝛿2 

𝛿2′ 
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Az állótengely 𝒂 irányvektorának (𝑥𝑡,𝑦𝑡) koordinátáit ezután az (5) = (8) és a (9) = (10) egyenletek 
megoldásaként kapjuk: 

 −𝑥𝑡𝑥𝑠−𝑦𝑡𝑦𝑠=|𝒂|
𝛿−𝛿′

2
  , (11) 

 −𝑥𝑡𝑦𝑠+𝑦𝑡𝑥𝑠=|𝒂|
𝛿2− 𝛿2

′

2
  . (12) 

A (11) – (12) egyenletek |𝒂|=√𝑥𝑡2+𝑦𝑡2 jelentése miatt egy két-ismeretlenes másodfokú 
egyenletrendszerhez vezetnek, aminek létezik ugyan algebrai megoldása, de túl bonyolult. 

Egyszerűsítsünk annyit a skálák elrendezésén, hogy az első (𝛿 műszerhibájú) műszerállás 𝑥 

tengelyirányú legyen, ezért 𝑥𝑠=𝑟, és 𝑦𝑠=0, továbbá vezessük be a 𝛿12=𝛿′–𝛿, illetve 𝛿34=
𝛿2–𝛿2′ jelöléseket, akkor a (11) – (12) egyenletrendszer a következőképpen néz ki: 

 𝑥𝑡=
|𝒂|
2𝑟
𝛿12   , (13) 

 𝑦𝑡=
|𝒂|
2𝑟
𝛿34  . (14) 

A (13)-(14) egyenletrendszert egyváltozósra vezethetjük vissza, ha az (𝑥𝑡,𝑦𝑡) koordinátákat 

 𝑥𝑡=𝑞𝛿12 ,           𝑦𝑡=𝑞𝛿34 (15) 

alakban keressük. Helyettesítsük (15)-öt pl. (13)-ba, akkor kapjuk, hogy 

 𝑞=± 1

√4𝑟2−𝛿12
2−𝛿34

2
  . (16) 

Mi nem csak az állótengely irányvektorát, hanem annak a függőlegestől való 𝛼𝑚𝑎𝑥 eltérését is 
keressük, amit az alábbi képlet szolgáltat: 

 sin(𝛼𝑚𝑎𝑥)=
√𝑥𝑡
2+𝑦𝑡

2

|𝒂|
  . (17) 

(𝑥𝑡,𝑦𝑡) (15) – (16) megoldását behelyettesítve és egyszerűsítve kapjuk: 

 𝛼𝑚𝑎𝑥≈sin(𝛼𝑚𝑎𝑥)=
√𝛿12
2+𝛿34

2

2𝑟
  . (18) 

A (18) képletből a szinusz függvényt argumentumával helyettesíthetjük, mert várhatóan kis 𝛼𝑚𝑎𝑥 
hibaszögről van szó. 

A fényvető 𝛽 kúphibájának (6) képlete úgy interpretálható, hogy két átellenes léchiba átlagát 
osztjuk a skálák 𝑟 műszertávolságával. Az állótengely irányvektorának meghatározásához viszont 
négy skála-pozícióra volt szükség, ezért a 𝛿2,𝛿2′ átellenes léchibák alapján is felírható 𝛽 egy 

becslése. Végeredményben a négy skálapozíció miatt a műszer 𝛽 kúphibájára két becslésünk lesz, 
ezeket átlagolva a statisztikailag robusztusabb 

 𝛽=𝛿+δ
′+𝛿2+𝛿2

′

4𝑟
 (19) 

kúphiba becsléshez jutunk, azaz vesszük a négy műszerhiba átlagát, és elosztjuk azt a műszer és a 
skálák 𝑟 távolságával. 

Vegyük észre, hogy a (19) képlet jól interpretálja a szöghibák alapeseteit: 

− A műszernek csak horizontferdeségi hibája van. Az átellenes műszerhibák egyformák, de 
ellentétes előjelűek: 𝛿+𝛿′=0,    𝛿2+𝛿2′=0 , tehát 𝛽=0 , vagyis nincs kúphiba. 

− A műszernek csak kúphibája van. A műszerhibák egyformák: 𝛿=𝛿′=𝛿2=𝛿2′ , ezért 𝛽=
𝛿
𝑟
 , de  

𝛿
𝑟
=tan(𝛽) , ami kis szögeknél jó közelítő értéke 𝛽-nak. 

Ezen megfontolás alapján 𝛽 (19) becslését tovább élesíthetjük: 
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 tan𝛽=𝛿+𝛿
′+𝛿2+𝛿2

′

4𝑟
  . (20) 

4 A szöghibák becslése modellezett műszerhibák alapján 

Különböző 𝒂 állótengely irányvektorokat, vagyis 𝛼𝑚𝑎𝑥 horizontferdeségeket és 𝛽 kúphibákat 
modelleztünk. Adott 𝒃 irányvektorú skálapozícióhoz (7) alapján kiszámítottuk az állótengely 
vetületének 𝛼 eltérését a függőlegestől, és az 𝑟=|𝒃| léctávolság ismeretében (1) alapján 
kiszámítottuk a 𝛿 műszerhibákat (1a. táblázat). Megvizsgáltuk, hogy a (15), (16) képletek milyen 
pontosan adják vissza az állótengely irányvektorát, illetve a (18), (19) képletek a modellezett 
szöghibákat. Vizsgálatunk alapján megállapítható, hogy a becslések csak a harmadik értékes 
jegyben térnek el a modellezett értékektől (1b. táblázat). 

1a. táblázat. Modellezett műszerhibák az egyes skálapozíciókban 

 skálapozíciók  modellezett 

 𝑥𝑠 [m] 𝑦𝑠 [m]  𝛿 műszerhiba [m] 
 𝒃 3 0  𝛿 -0.02213403 

 𝒃′ -3 0  𝛿′ 0.33770862 

 𝒃𝟐 0 -3  𝛿2 0.39846009 

 𝒃𝟐′ 0 3  𝛿2′ -0.08200263 

1b. táblázat. A szöghibák becslése a modellezett műszerhibák alapján 

  az állótengely iránya horizont-ferdeségi 

 kúphiba (𝛽) [°] 𝑥𝑡 [m] 𝑦𝑡 [m] hiba (𝛼𝑚𝑎𝑥) [°] 
modellezett 3 0.06  0.08  5.7105 

becsült 3.0149449 0.060276  0.080481  5.7418 

Ezen csekély hiba forrása is megmagyarázható: a képletek levezetésekor a szinusz és tangens 
szögfüggvényeket argumentumukkal helyettesítettük, ami 0 közelében elfogadott egyszerűsítés. A 
modellezett szöghibák viszont 3 – 6 fokosak voltak, ami már elég távol van az origótól ahhoz, hogy 

becslési hibát okozzon – a gyakorlatban a megfelelő pontosságú műszerek szöghibái 1 szögperc 
alatt vannak, vagyis két nagyságrenddel kisebbek. 

A levezetett becslő képletek csak a skálák és a műszer 𝑟 távolságát illetve a 𝛿 műszerhibákat 
tartalmazzák. Megvizsgáltuk, hogyan változnak a számítási eredmények, ha nem standard 
skálapozícióból (az első mérőléc az 𝑥 tengelyhez képest 𝛾=70° szöggel elforgatott pozícióban 
van) indulunk ki (2a, 2b. táblázatok). 

2a. táblázat. Modellezett műszerhibák az egyes skálapozíciókban  

 skálapozíciók  modellezett 

 𝑥𝑠 [m] 𝑦𝑠 [m]  𝛿 műszerhiba [m] 
 𝒃 1.026 2.819  𝛿 -0.1290985 

 𝒃′ -1.026 -2.819  𝛿′ 0.4464304 

 𝒃𝟐 2.819 -1.026  𝛿2 0.0704527 

 𝒃𝟐′ -2.819 1.026  𝛿2′ 0.2442570 

2b. táblázat. A szöghibák becslése nem standard skálapozíciók esetén 

  az állótengely iránya horizont-ferdeségi 

 kúphiba (𝛽) [°] 𝑥𝑡 [m] 𝑦𝑡 [m] hiba (𝛼𝑚𝑎𝑥) [°] 
modellezett 3 0.06  0.08 5.7105 

becsült 3.0149908 0.096407  -0.02911  5.7418 
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Vizsgálatunk alapján megállapítható, hogy a szöghibák (18) és (19) becslése invariánsnak adódott 
(nem változik) az elforgatásra (előzetesen ezt vártuk). Az állótengely 𝒂 irányvektorának (15) és (16) 
alapján becsült (𝑥𝑡,𝑦𝑡) koordinátáit az első skálapozícióba forgatott 𝑥 tengelyű koordináta-

rendszerben kaptuk meg. Mindezekből következően a valódi (𝑥𝑡′,𝑦𝑡′) koordinátákat úgy 
számíthatjuk ki, hogy a becsült koordinátákat ugyanolyan forgatásnak vetjük alá, mint amilyen 
forgatással (𝑐𝑜𝑠(𝑦)=𝑥𝑠𝑟⁄,𝑠𝑖𝑛(𝛾)=𝑦𝑠𝑟⁄) az első (𝑥𝑠,𝑦𝑠) lécállást nyertük a standard (𝑟,0) 
pozícióhoz képest: 

 𝑥𝑡′=
𝑥𝑡𝑥𝑠−𝑦𝑡𝑦𝑠

𝑟
  ,                   𝑦𝑡′=

𝑥𝑡𝑦𝑠+𝑦𝑡𝑥𝑠
𝑟

  . (21) 

5 Az eljárás tesztelése műszervizsgálattal 

A mérőcsarnokban korábban egy Topcon forgólézeres szintezőműszer lett kalibrálva, vagyis meg 
lettek határozva a négy mérőlécen a műszerhibák. A mérés során teljesült az átellenes 
skálatengelyek merőlegessége, de a vizsgálóhelyiség adottságai miatt a műszertől a skálák eltérő 
távolságra helyezkedtek el (3. ábra, |𝒃|=15 m,|𝒃2|=2.3 m). A mért 𝛿 léchibákat ezért a 
háromszög hasonlóság alapján 10 méter műszer-skála távolságra normáltuk, és az így korrigált 
léchibák alapján számítottuk ki a (19) kúphibát és a (18) horizontferdeséget (3. táblázat). A 
léchibákból jól látszott, hogy a műszer a szabványnak megfelelően pontos, mérési hibája nem 
haladta meg a 0.5 mm/m-t, ezért csak kis szöghibákra számítottunk. 

Képleteinket alkalmazva az 𝛼𝑚𝑎𝑥 szöghibák átlaga 38 szögmásodperc, a 𝛽 szöghibák átlaga 
pedig 24 szögmásodperc lett, vagyis a műszernek valóban csak elhanyagolható irányhibája van. 
Azért beszélhetünk átlagról, mert a műszerrel több mérési sorozatot végeztünk úgy, hogy közben a 
műszer helyzetét (állótengelyét) változtattuk, azimutját a főirányokba (0°,90°,180°,270°) 
forgattuk. Az átlagolt eredmények hibáját a szórásukkal jellemezhetjük, és az 𝛼𝑚𝑎𝑥 szöghibák 
szórása 5 szögmásodperc, a 𝛽 kúphibák szórása pedig 3 szögmásodperc lett, ami a pontos mérések 
mellett a (18)-(19) képlettel számított szöghibák jó becslésére utal. 

6 Összefoglalás 

Geometriai modellezéssel sikerült kimutatnunk, hogy speciális helyzetű mérőléc pozíciókkal a 
forgólézeres szintezőműszer horizontális ferdesége és kúphibája a léceknél mért magassági hibák 
alapján elkülönülten meghatározható. 

Az állótengely irányvektorára felírt (11)-(12) két-ismeretlenes, másodfokú egyenletrendszer 
megoldásainak a (15)-(16) alakban megadott közelítését adtuk meg, a szöghibák pedig a (18)-(19) 

képletek alapján számíthatók. 

Mind a kísérleti számmodellekben (1. és 2. táblázatok), mind a valós mérések (3. táblázat) 
alapján sikerült az elméleti eredményeket (képleteket) validálni. 

Köszönetnyilvánítás. Ezúton mondunk köszönetet Horváth Attila munkatársunknak Kalibráló 
Laboratóriumunk kialakításánál nyújtott segítségéért, a kalibrálási jegyzőkönyvek és 
bizonyítványok kiadásánál végzett informatikai munkáiért, valamint a mérésekben való 
részvételéért. A publikáció elkészítését a Magyar Tudományos Akadémia Bolyai János kutatási 
ösztöndíja támogatta. 

Hivatkozások 

Orbán A (2000): Minőségügyi kézikönyv. Forgólézeres szintezőműszerek kalibrálása. Belső használatra, Sopron. 30. 
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GEODÉZIAI DÁTUMTRANSZFORMÁCIÓ PROKRUSZTÉSZ 
MÓDSZERREL 

Papp Erik 

 Geodetic datum transformation by Procrustes method – The Procrustes „matching bed” 
method is a very effective method for determining the Helmert’s datum transformation parameters 
since it requires neither initial starting values not iteration. Due to this attractive attribute the Pro-

crustes algorithm extended it to solve the 3D affine transformation problem where scale factors are 

different in the three principal direction X, Y, Z. After computing the centre of mass coordinates of 

two given systems, scale, translation and rotation parameters are optimised using Frobenius (in 

other term: Euclidean) norm. In this paper, the Procrustes method is presented to provide solution 

to the 7-parameter and 9-parameter transformation problems. The transformation consists of three 

translation parameters, three rotation elements and one or three scale factors. The last part is de-

voted to practical applications of the Procrustes method with case studies to demonstrate the appli-

cation of derived formula in case of GPS and LiDAR measurements. 

Keywords: Procrustes analysis, 7-parameter similarity transformation, 9-parameter affin transfor-

mation, last squares solution, Frobenius norm, singular value decomposition (SVD) 

 

A Prokrusztész „jól illeszkedő ágy” módszer egy nagyon hatékony eljárás a Helmert-féle dátum-
transzformációs paraméterek meghatározásához, mivel sem a kezdeti értékek ismeretére, sem iterá-
cióra nincs szükség. Ezen vonzó tulajdonságoknak köszönhetően a Prokrusztész módszer eredmé-
nyesen alkalmazható a 3D affin transzformáció esetében, ahol a méretarányok különbözőek az X, Y 

és Z tengelyek irányában. A két rendszer súlyponti koordinátáinak kiszámítása után, a méretarány 

az eltolás és a forgatás paraméterek a Frobenius (euklideszi) norma felhasználásával optimalizál-
hatók. Ebben a dolgozatban bemutatjuk a Prokrusztész módszer alkalmazását a 7-paraméteres és a 
9-paraméteres geodéziai dátumtranszformációs modell esetében. A transzformáció három eltolás, 
három elforgatás paraméter és egy vagy három méretarány meghatározásából áll. Az utolsó rész-
ben a Prokrusztész módszer gyakorlati alkalmazásával két számpéldát, GPS és LiDAR mérési ered-
mények transzformációját mutatjuk be. 

Kulcsszavak: Prokrusztész analízis, 7-paraméteres hasonlósági transzformáció, 9-paraméteres affin 

transzformáció, legkisebb négyzetek szerinti megoldás, Frobenius norma, szinguláris értékek szerin-
ti felbontás (SVD) 

1 Bevezetés 

A hagyományos földi és GPS módszerrel meghatározott hálózatok közötti torzulások következtében 
a 7-paraméteres hasonlósági transzformációk néhány esetben nem biztosítanak megfelelő pontossá-
got. Például GPS koordinátákat transzformálva EOV vetületi rendszerbe, a hasonlósági transzfor-
mációval maximum 0,5 méteres maradék ellentmondást kapunk (Papp és Szűcs 2005). A maradék 
ellentmondások csökkentése céljából, több paraméteres transzformációs modelleket kell alkalmaz-

nunk. A 9-parméteres affin transzformáció nem csak logikus kiterjesztése, hanem egyben általánosí-
tása is a 7-paraméteres transzformációs modellnek. Az affin transzformáció a Helmert transzformá-
ció módosítása, amikor egyetlen méretarány helyett, három méretarányt alkalmazunk a megfelelő 
koordináta tengelyek irányában. Abban az esetben, ha a három méretarány azonos, a modell vissza-

változik hasonlósági transzformációvá. A 9-paraméteres transzformáció megoldásával sok tanul-
mány foglalkozott és napjainkban is az érdeklődés középpontjában áll. Späth (2004) numerikus, 

minimalizálási technikát alkalmazott, Papp és Szűcs (2005) linearizált legkisebb négyzetek módsze-
rét alkalmazták. Wattson (2006) Gauss-Newton módszert használt. A GPS felhasználók igényeinek 
és kívánságainak megfelelően a 9-paraméteres transzformáció néhány geodéziai programcsomagban 
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szintén megtalálható. A 3D affin transzformáció 9 paraméterének maghatározásához, minimum 3 

mindkét rendszerben ismert koordinátájú közös pont szükséges. Azonban a geodéziában és a térin-
formatikában, általában 𝑛>3 közös pont áll rendelkezésre.  

A 9-paraméteres affin transzformáció a következők szerint definiálható: három méretarány meg-
határozása az X, Y és Z irányban (𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑺}∈R3x3), három forgatási paraméter meghatározása, 

(𝑹∈R3x3) és három eltolás meghatározása (𝑻∈R3x1). Ez tulajdonképpen a 7-paraméteres transz-

formáció kiterjesztése (Burša 1962, Wolf 1963), ahol a méretarányokat az X, Y és Z tengelyek 
irányában határozzuk meg, a szokásos egyetlen méretarány helyett. 

Ebben a dolgozatban bemutatjuk a dátumtranszformáció megoldását Prokrusztész módszerrel. 

2 Ki volt Prokrusztész? 

A név és a fogalom eredete is az ókori Görögországból származik. Prokrusztész a görög mitológiá-
ban Poszeidón fia, híres rabló az Athénből Elefszinába vezető úton. Polüpémón és Damasztész 
néven is ismerik. Nevét „kinyújtó” arról a szokásáról kapta, hogy az arra járó utasokat házába invi-
tálta, majd ágyába fektette, s ha annál rövidebbek voltak, kegyetlenül kinyújtotta őket, a túl hosszú 
vendégnek pedig, levágott egy darabot a lábából. Az ifjú Thészeusz, a fiatal atticai hős, akinek fel-
adata a rablók kiiktatása volt, Athénba vezető útján Prokrusztészt kényszerítette bele a saját ágyába, 
és mivel túl hosszú volt hozzá, egy fejjel megkurtította. 

Prokrusztész mágikus ágyával kapcsolatban terjedt el a következő könyörtelen mondás „erőltetni 
valakit vagy valamit egy természetellenes formába vagy sémába”. A prokrusztészi jelző, a lehető 
legjobban illeszkedő megoldást biztosító eljárás megnevezésére használatos napjainkban. 

3 Prokrusztész módszer 

A matematikának azt a területét, amely bizonyos struktúrák közötti hasonlóságot vizsgálja, többdi-
menziós skálázásnak (Multidimensional Scaling - MDS) nevezik. Ha egy struktúra n darab objek-

tumának 𝑚 darab tulajdonágát egy 𝑨 adatmátrixba, és egy másik struktúra azonos 𝑛 darab objektu-

mának 𝑚 darab tulajdonságait egy 𝑩 adatmátrixba rendezik, a kettő közötti hasonlóság különböző 
MDS módszerekkel vizsgálható. Ha az objektumokat metrikus 𝑚 dimenziós euklideszi (ortogoná-
lis) térben értelmezzük, az általánosított Prokrusztész analízist alkalmazhatjuk, amely eltolást, mé-
retarány változást, elforgatást és tükrözést (reflexiót) is lehetővé tesz a legjobb illeszkedés biztosítá-
sára. 

Ezt az általánosított analízist tehát akkor is alkalmazhatjuk, ha a két struktúra egy geodéziai há-
lózat két realizációja, az objektumok a pontokat és a tulajdonságok a pontkoordinátákat jelentik. 

Ezzel az analízissel mind a 7-paraméteres hasonlósági transzformáció, mind pedig a 9-paraméteres 
affin transzformáció is egyértelműen megoldható.  

Ez a módszer csak matematikai eszköztárában tér el a 7-paraméteres hasonlósági transzformáció 
hagyományos megoldásától, a zárt képleteken alapuló kvaternióval (Papp 2013), az iterációval tör-
ténő kvaternió alapú (Papp 2015) és a zárt képleteken alapuló kettős kvaternióval (Papp 2017) tör-
ténő megoldásoktól. A szabatos megoldásoknak gyakorlatilag azonos eredményre kell vezetniük. 

3.1 A 7-paraméteres hasonlósági transzformáció 

Tekintsük az n pontból álló 𝑨∈R𝑛𝑥𝑚 és 𝑩∈R𝑛𝑥𝑚 koordinátarendszereket az 𝑚=3 dimenziós 
euklideszi térben. Az 𝑨 és 𝑩 terek adatai az alábbi formában adhatók meg  

 𝑨 = [

𝑥1 𝑦1 𝑧1
𝑥2 𝑦2 𝑧2 
⋮

𝑥𝑛 𝑦𝑛 𝑧𝑛 

]  ,   𝑩 = [

𝑋1 𝑌1 𝑍1
𝑋2 𝑌 𝑍2 
⋮

𝑋𝑛 𝑌𝑛 𝑍𝑛 

]  . (1) 

A 7-paraméteres hasonlósági vagy ismertebb nevén Helmert transzformáció a következők szerint 
definiálható 

https://www.arcanum.hu/hu/online-kiadvanyok/redirect/?nfo=Lexikonok&dest=Lexikonok%5ESzT-ANTIK-Th%C3%A9szeusz&type=jump
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 𝑨 =𝑩𝑹𝑠+𝒗𝑻𝑇 , (2) 

ahol az 𝑹∈R3x3 egy ortonormál forgatási mátrix, amely kielégíti az 𝑹𝑇𝑹 =𝑰3 ortogonalitási felté-
telt, 𝑠∈R a méretarány vagy más néven skálatényező, 𝑻∈R3x1 az eltolás vektor és 𝒗 egy n hosszú-
ságú vektor. A 7-paraméteres transzformáció ezek után megoldható a 7 transzformációs paraméter 
meghatározásával, úgymint: méretarány 𝑠∈R, 3 forgatás 𝑹∈R3x3 és 3 eltolási paraméter 𝑻∈R3x1 
meghatározása. Különböző megoldások találhatók a szakirodalomban a 7-paraméteres hasonlósági 
transzformáció megoldására, mint például Ádám (1982), Walker et al. (1991), Vaníček és Steeves 

(1996), Yang (1999), Grafarend és Awange (2003), Papp és Szűcs (2005), Awange és Grafarend 

(2005, 2012), Shen et al. (2006), Awange et al. (2010), Zeng és Yi (2011), Prosková (2011, 2012). 

3.2 A 9-paraméteres affin transzformáció 

A 9-paraméteres affin transzformáció a következők szerint definiálható 

 𝑨 =𝑩𝑹𝑺+𝒗𝑻𝑇 , (3) 

ahol az 𝑠∈R méretarány paramétert (2. egyenlet) egy 𝑺∈R3x3 diagonálmátrixszal helyettesítjük, 
amely a következő alakú 

 𝑺 =<𝑺𝑥 𝑺𝑦 𝑺𝑧>  . (4) 

𝑺𝑥 𝑺𝑦 𝑺𝑧 jelöli az X,Y,Z tengely irányú méretarányokat. A (2) egyenlet megoldásával szemben a (3) 

egyenlet esetében 9 transzformációs paramétert kell meghatároznunk: a méretarányt 𝑺∈R3x3, a 

forgatást 𝑹∈R3x3 és az eltolási paramétert 𝑻∈R3x1 . 
Az (1)-(3) egyenletekben legyen 𝒂𝑖=[𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖] és 𝒃𝑖=[𝑋𝑖 𝑌𝑖 𝑍𝑖]. Azért, hogy az optimális 9-

transzformációs paramétert, a méretarányt 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑺}∈R3x3, a forgatást 𝑹∈R3x3 és az eltolást 𝑻∈
R3x1 meghatározzuk, a Frobenius norma (a mátrix értékeinek négyzetösszege) minimum kell, hogy 

legyen, vagyis az 𝑨∈R𝑛𝑥𝑚 és 𝑩∈R𝑛𝑥𝑚 koordináta rendszerekben lévő pontok távolságnégyzet 
összegének minimálisnak kell lennie 

 ∑ (𝒂𝑖−𝒃𝑖𝑹𝑺−𝑻)𝑇𝑛
𝑖=1 (𝒂𝑖−𝒃𝑖𝑹𝑺−𝑻):=𝑚𝑖𝑛 . (5) 

Optimális forgatási mátrix meghatározása 

A következőkben bemutatjuk, hogyan határozhatjuk meg a forgatási mátrixot, ortogonális Prokrusz-
tész módszerrel, csupán a két koordináta rendszerben adott közös pontok koordinátáinak a felhasz-
nálásával, linearizálás, iteráció és a kezdő értékek közelítő ismerete nélkül. Jelölje 𝒂0 és 𝒃0 a két 
koordináta rendszer súlypontját és 𝑛 a közös pontok számát 

 𝒂0=
1
𝑛
∑ 𝒂𝑖 ,      𝑛
𝑖=1 𝒃0=

1
𝑛
∑ 𝒃𝑖𝑛
𝑖=1  . (6) 

Legyen az 𝒂0=𝒃0=0. Az 𝑹∈R3x3 megoldása koordinátákból számítható, függetlenül a méret-
arány és eltolás paraméterektől (Grafarend és Awange 2003, Wattson 2006), a (3) egyenlet kifejez-

hető, mint  

 

𝑨 =𝑩𝑹 , (7) 

amely az R  forgatási mátrix kvadratikus kényszerének és az ortogonalitási feltétel függvénye (Gra-

farend és Awange 2003) 

 

𝑹𝑇𝑹 =𝑰3 . (8) 

Az 𝑹∈R3x3  ortonormál mátrix a (7) egyenlet legkisebb négyzetek szerinti megoldása, a (8) egyen-
letben szereplő feltétel teljesülése mellet, de csak abban az esetben, ha teljesül a (9) nemlineáris 
normálegyenlet rendszer 

 

𝑩𝑇𝑩𝑹+𝑹𝛬=𝑩𝑇𝑨 , (9) 
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ahol 𝛬 egy 3 x 3 szimmetrikus mátrix (Grafarend és Awange 2000). A 𝑩𝑇𝑨 mátrixszorzat szingulá-
ris értékek szerinti felbontással (singular value decomposition - SVD) eljárással is megadható a 

következők szerint: 

 

𝑩𝑇𝑨 =𝑼𝛴𝑽𝑇 . (10) 

Az 𝑼 és 𝑽 3 x 3 ortonormál mátrixok a baloldali és jobboldali szinguláris vektorok mátrixa, 𝛴 pedig 

a 3 szinguláris értékeket tartalmazó diagonális mátrix. A nemlineáris normálegyenletrendszert az 

SVD felhasználásával megoldva megkapjuk a keresett 𝑹 forgatási mátrixot: 

 

𝑹 =𝑼𝑽𝑇 , (11) 

amely eredmény egyértelmű és egyedüli megoldás abban az esetben, ha a (10) egyenlet jobb oldalán 
található 𝑩𝑇𝑨∈R𝑚𝑥𝑛  mátrixszorzat rangja  3, vagy nagyobb annál (Grafarend és Awange 2000). 

A forgatás kvaternióval vagy kettős kvaternióval sokkal egyszerűbben megadható és szükség 
esetén ezekből az 𝑹 forgatási mátrix meghatározható, hiszen egy 4 elemű vektorral gyorsabb és 
könnyebb szorozni, mint egy 9 elemű mátrixszal, vö. Hamilton (1844, 1853), Horn (1987), Papp 

(2013, 2015, 2017), Prosková (2011, 2012), Shen et al. (2006), Wang et al. (2014), Walker et al. 

(1991). 

Optimális méretarány meghatározása 

Feltételezve, hogy az 𝒂0=𝒃0=0 , akkor a (3) egyenlet az alábbi alakú lesz 

 

𝑨 =𝑩𝑹𝑺 . (12) 

Legyen 𝒇 az a hibafüggvény, amely magában foglalja a 𝑩 rendszer 𝑨 rendszerbe történő elforgatá-
sát és méretarány változtatását 

 

𝒇 =(𝑨−𝑩𝑹𝑺)𝑇(𝑨−𝑩𝑹𝑺) , (13) 

ahol 𝒇 egy 3 x 3 mátrix. Frobenius normát alkalmazunk a hibafüggvényre a két azonos pont közötti 
távolság minimalizálásához (Fitzpatrick és West 2001) 

 

ǁ𝒇ǁ2 =𝒕𝒓(𝑨−𝑩𝑹𝑺)𝑇(𝑨−𝑩𝑹𝑺):=𝑚𝑖𝑛 . (14) 

Az optimális, legkisebb négyzetek szerinti megoldása az 𝑺∈R3x3 az ǁ𝒇ǁ2 minimalizálásával hatá-
rozható meg. A részletes levezetés és bizonyítás megtalálható Grafarend és Schaffrin (1993) munká-
jában. 

Jelöljük az 𝑨,𝑩 és 𝑹 mátrixokat az alábbiak szerint 

 𝑨=[

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23 

⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 

] ,    𝑩=[

𝑏11 𝑏12 𝑏13
𝑏21 𝑏22 𝑏23 

⋮
𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 𝑏𝑛3 

] ,    𝑹=[
𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝑟31 𝑟32 𝑟33

] . (15) 

Az 𝑠𝑗 méretarány paraméterek a (16) egyenlet alapján számíthatók. A megoldás részletes levezetése 
és bizonyítása megtalálható Awange et al. (2008) tanulmányában. 

 

{𝜕ǁ𝒇ǁ
2

𝜕𝑺
}
𝑗𝑗
 =0⟺ 𝑠𝑗=

∑ (∑ 𝒃𝑙𝑘
3
𝑘=1 𝒓𝑘𝑗)𝑎𝑙𝑗

𝑛
𝑖=1

∑ (∑ 𝒃𝑙𝑘3
𝑘=1 𝒓𝑘𝑗)

𝑛
𝑖=1

2  ,   𝑗∈{1,2,3} . (16) 

Optimális eltolás meghatározása 

A 3 eltolási paraméter vektora 𝑻∈R3x1 súlyponti koordináták felhasználásával számíthatók 

 

𝑻 =𝒂0−𝒃0𝑹𝑺 . (17) 

A megoldás részletes levezetése és bizonyítása megtalálható Awange et al. (2008) tanulmányában. 

A Prokrusztész módszer alkalmazásán alapuló dátum transzformációs algoritmus megoldása vé-
gezetül az alábbiak szerint foglalható össze: 
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1) Input adatok a mindkét rendszerben adott n darab közös pont 𝒂𝑖 és 𝒃𝑖 koordinátái, 

𝑖=1…𝑛 . 

2) A súlypontra vonatkozó 𝛥𝒂𝑖 ,𝛥𝒃𝑖 koordináták számítása 

 𝛥𝒂𝑖=𝒂𝑖−𝒂0 ,   𝛥𝒃𝑖=𝒃𝑖−𝒃0 , (18) 

ahol 𝒂0 és 𝒃0 a (6) egyenlet szerint számítandók
 
.  

 

3) A 𝑩𝑇𝑨 mátrix szorzat felbontása SVD módszerrel a (10) egyenlet alapján. Az 𝑹 forgatási 
mátrix számítása a (11) egyenlet alkalmazásával. 

4) Ezután az 𝑺 méretarány paraméterek számítása következik a (16) egyenlet szerint.  

5) Végül a 𝑻 eltolások vektorát számítjuk a (17) egyenlet alkalmazásával. 

A forgásszögek az 𝑹 forgatási mátrix elemeiből számíthatók 

 

𝑹= [
𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝑟31 𝑟32 𝑟33

] ,   𝛼𝑋=𝑎𝑟𝑐tg(
𝑟23
𝑟33
) ,   𝛽𝑌=𝑎𝑟𝑐sin(−𝑟13) ,   𝛾𝑍=𝑎𝑟𝑐tg(

𝑟12
𝑟11
) , (19) 

ahol 𝛼,𝛽 é𝑠 𝛾 az X,Y és Z tengelyek körüli forgásszögeket jelölik. 

A célrendszerben adott és a transzformált koordináták különbségeként számítjuk az 𝑒𝑥,𝑒𝑦,𝑒𝑧 
maradék ellentmondások három összetevőjét, továbbá ezek felhasználásával, a térbeli Pitagorasz-

tétellel az 𝒆 maradék ellentmondás vektort, amely a transzformált pont és az eredeti ponthely térbeli 
távolsága.  

A két rendszer illeszkedésének jellemzésére kiszámítjuk az 𝑚0 súlyegység középhibáját az 

 

𝑚0 =√
𝛴(𝑒𝑥2+𝑒𝑦2+𝑒𝑧2)

3𝑛−7
 (20) 

összefüggés alapján, ahol 𝑛 a mindkét rendszerben adott közös pontok számát jelöli. 

J nyelvű programokat készítettünk és megismételtük Grafarend és Awange (2003) továbbá 
Wang et al. (2014) számításait, a térbeli Helmert és a térbeli affin transzformációval. A számítások 
részletes eredményeit az 1. és 2. melléklet tartalmazza, melyek összehasonlíthatók a Papp (2013, 
2015 és 2017) azonos példáinak különböző módszerekből származó eredményeivel is.  

Ezekből következtethető, hogy az egyes megoldások 7-paraméteres hasonlósági transzformációi 
esetében gyakorlatilag csak a számábrázolásból, a számítási lépések számából adódó kis eltéréseket 
mutatnak. Az affin transzformációkkal való összehasonlítások alkalmasak szabályos jellegű eltéré-
sek kimutatására.  

4 Összefoglalás 

A Prokrusztész módszerrel végzett 7 illetve 9 paraméteres transzformációk eredményei igazolják az 

algoritmus hatékonyságát. Különösen vonzó tulajdonsága az eljárásnak, összehasonlítva a hagyo-
mányos legkisebb négyzetek módszere szerinti transzformációkkal, hogy sem a kezdeti értékek 
ismeretére, sem iterációra nincs szükség. A felhasználónak csupán egyetlen feltételt kell biztosíta-
nia, mégpedig mindkét alakzatban adott koordinátákat mátrixformába kell alakítania.  

A dolgozat Prokrusztész módszer szerinti transzformációkat alkalmaz a térbeli forgatási mátrix a 

méretarány paraméterek és az eltolások vektorának meghatározásához. Ismerteti a Prokrusztész 
módszer szerinti megoldását a 7 és 9 paraméteres geodéziai dátumtranszformációnak. 

A 9 paraméteres transzformáció felhasználható: 

− a paraméterek gyorsabb és hatékonyabb meghatározásához, a két alakzat, mátrix formában adott 
koordináták felhasználásával, 

− más transzformációs módszerrel meghatározott transzformációs paraméterek gyors ellenőrzésére, 

− méretarány paraméterek meghatározásához, amelyek hasznosak lehetnek a torzulások javítására. 

Zárt képlet felhasználásával számítottuk az elforgatást, az eltolást és a méretarányt, azaz 7 illetve 9 

ismeretlen transzformációs paraméter értékét határoztuk meg. Bemutattuk a feladat megoldásához 
felhasznált módszert, és egyenleteket. Az eljárás hatékonyságát és alkalmazhatóságát 7 közös pont 
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esetében helyi és WGS84 koordináta rendszerek közötti, továbbá 18 közös pont esetén szomszédos 
LiDAR álláspontok közötti transzformáción teszteltük. A számítások azt mutatják, hogy a Prokrusz-

tész módszer gyors és megbízható eredményt ad. Ennek az algoritmusnak a legnagyobb előnye, 
hogy tetszőleges nagyságú szögelfordulások esetében is alkalmazható a transzformációs paraméte-
rek számításához. A bemutatott megoldás eredményeként SVD eljárással számítjuk az 𝑹 forgatási 
mátrixot. 

Befejezésként megállapíthatjuk, hogy a Prokrusztész módszer felhasználásán alapuló algoritmus 
alkalmas a térbeli transzformáció paramétereinek számításához. A bemutatott megoldás egy mate-

matikában ismert, azonban a magyar geodéziai oktatásban és gyakorlatban kevésbé ismert és alkal-
mazott módszer a térbeli Helmert és a térbeli affin transzformáció végrehajtására. 
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1. Melléklet. Grafarend 7 pontos példa 

Térbeli Helmert transzformáció 
======================================================================================= 

                                      Térbeli HELMERT transzformáció                    

                                               Közös pontok                             

   PSZ             Forrás rendszer [x y z] -> TRANSZFORMÁCIÓ -> Cél rendszer [X Y Z]    

======================================================================================= 

                                          KOORDINÁTA JEGYZÉK                            

Solitude        4157222.543  664789.307 4774952.099 4157870.237  664818.678 4775416.524 

Bouch Zeil      4149043.336  688836.443 4778632.188 4149691.049  688865.785 4779096.588 

Hohenneuffen    4172803.511  690340.078 4758129.701 4173451.354  690369.375 4758594.075 

Kuehlenberg     4177148.376  642997.635 4760764.800 4177796.064  643026.700 4761228.899 

Ex Mergelaec    4137012.190  671808.029 4791128.215 4137659.549  671837.337 4791592.531 

Ex Hof Asperg   4146292.729  666952.887 4783859.856 4146940.228  666982.151 4784324.099 

Ex Kaisersbach  4138759.902  702670.738 4785552.196 4139407.506  702700.227 4786016.645 

                                          n = 7 közös pont                              

======================================================================================= 

                                  Transzformációs paraméterek                           

                    Eltolás            Elforgatás            Méretarány                 

            641.88042527763173   0   0  _0.998497670869   1.0000055825198517            

             68.65534545318224   0   0   0.893695764645                                 

            416.39818478282541   0   0   0.993087729763                                 

======================================================================================= 

                                        MARADÉK ELLENTMONDÁSOK [mm]                     

   PSZ                       ex              ey              ez               e         

Solitude                     94             135             140             216         

Bouch Zeil                   59             _50              14              78         

Hohenneuffen                _40             _88              _8              97         

Kuehlenberg                  20             _22             _87              92         

Ex Mergelaec                _92              14              _5              93         

Ex Hof Asperg               _12               7             _55              56         

Ex Kaisersbach              _29               4               2              30         

======================================================================================= 

                             Súlyegység középhibája: m0 = 0.077233660860197742          

======================================================================================= 

Forgatási mátrix                                                                        

  0.99999999997902367  4.814625179247467e_6 _4.3327593344799631e_6                      

_4.814646154122082e_6   0.99999999997669264 _4.8408533138699639e_6                      

4.3327360269018733e_6 4.8408741746969186e_6    0.99999999997889688                      

======================================================================================= 

 

Térbeli affin transzformáció 
======================================================================================= 

                                      Térbeli AFFIN transzformáció                      

                                               Közös pontok                             

   PSZ             Forrás rendszer [x y z] -> TRANSZFORMÁCIÓ -> Cél rendszer [X Y Z]    

======================================================================================= 

                                          KOORDINÁTA JEGYZÉK                            

Solitude        4157222.543  664789.307 4774952.099 4157870.237  664818.678 4775416.524 

Bouch Zeil      4149043.336  688836.443 4778632.188 4149691.049  688865.785 4779096.588 

Hohenneuffen    4172803.511  690340.078 4758129.701 4173451.354  690369.375 4758594.075 

Kuehlenberg     4177148.376  642997.635 4760764.800 4177796.064  643026.700 4761228.899 

Ex Mergelaec    4137012.190  671808.029 4791128.215 4137659.549  671837.337 4791592.531 

Ex Hof Asperg   4146292.729  666952.887 4783859.856 4146940.228  666982.151 4784324.099 

Ex Kaisersbach  4138759.902  702670.738 4785552.196 4139407.506  702700.227 4786016.645 

                                          n = 7 közös pont                              

======================================================================================= 

                                  Transzformációs paraméterek                           

                    Eltolás            Elforgatás            Méretarány                 

            636.83089131209999   0   0   0.998501973741    1.00000679809667             

             69.41638369916473   0   0  _0.893690957123    1.00000445579341             

            411.99061605334282   0   0  _0.993092056133    1.00000650534539             

======================================================================================= 

                                        MARADÉK ELLENTMONDÁSOK [mm]                     

   PSZ                      ex              ey              ez               e          

Solitude                     90             123             141             208         

Bouch Zeil                   65             _35              11              74         

Hohenneuffen                _63             _71               9              95         

Kuehlenberg                  _8             _59             _73              94         

Ex Mergelaec                _71              10             _19              74         

Ex Hof Asperg                _2              _3             _62              62         

Ex Kaisersbach              _11              35              _7              37         

======================================================================================= 

                             Súlyegység középhibája: m0 = 0.074376617810068851          

======================================================================================= 

Forgatási mátrix                                                                        

   0.99999999997902345 _4.8146461540804486e_6 4.3327360269573845e_6                     

 4.8146251797470674e_6    0.99999999997669298 4.8408741747801853e_6                     

_4.3327593343689408e_6 _4.8408533140503751e_6   0.99999999997889655                     

======================================================================================= 
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2. Melléklet. LiDAR 18 pontos példa 

Térbeli Helmert transzformáció 
======================================================================================= 

 

                                      Térbeli HELMERT transzformáció                    

                                               Közös pontok                             

   PSZ             Forrás rendszer [x y z] -> TRANSZFORMÁCIÓ -> Cél rendszer [X Y Z]    

======================================================================================= 
 

                                          KOORDINÁTA JEGYZÉK                            

1         _49.007      54.453       0.978     _91.406      53.344       8.320           

2         _47.365      54.435      _6.242     _91.297      53.222       0.916           

3         _36.514      13.733       3.642     _60.158      24.280       8.948           

4         _34.881      13.859      _3.608     _60.135      24.278       1.521           

5         _53.378     _25.872      _4.187     _56.298     _19.186       5.700           

6          _7.324     _32.695      _1.389     _13.269      _2.677      _1.444           

7           9.587     _19.650       2.449      _4.666      17.245      _1.605           

8         _36.532      _0.319      21.980     _49.939      14.297      27.119           

9         _39.932      _1.307      19.965     _52.769      11.523      25.906           

10        _67.051      _8.834      15.017     _72.929      _8.630      27.146           

11        _54.124     _40.688      13.216     _46.500     _30.291      23.078           

12        _51.943     _30.962      _3.965     _52.581     _22.934       5.676           

13        _57.712     _23.376       8.397     _58.972     _17.511      18.862           

14        _59.650     _32.625      12.037     _55.429     _26.155      23.077           

15        _59.512     _32.705      12.071     _55.313     _26.131      23.039           

16        _41.466      18.246      21.085     _63.467      27.962      26.981           

17        _39.133      10.234      20.247     _57.673      22.069      25.782           

18        _29.781      _0.026      _8.062     _49.687      14.083      _3.666           

                                          n = 18 közös pont                             

======================================================================================= 

                                  Transzformációs paraméterek                           

                    Eltolás            Elforgatás            Méretarány                 

            _22.96560847319913   7  10   3.072626208192   1.0003854423961867            

             29.39624821133689 _10 _20 _46.316865945555                                 

             _2.26519536504266 _30 _10 _38.975171224301                                 

======================================================================================= 

                                        MARADÉK ELLENTMONDÁSOK [mm]                     

   PSZ             ex              ey              ez               e                   

1                  14              _7              _1              16                   

2                  14             _14               1              20                   

3                  11               9             _10              17                   

4                  10               5              _1              11                   

5                  32              21               5              39                   

6                   3              32              _9              33                   

7                 _17              33             _12              39                   

8                  _1              _1              _5               6                   

9                 _65             _39              _6              76                   

10                 12             _35              47              60                   

11                  9              17             _42              46                   

12                _30             _18             _17              39                   

13                 19              60             _14              64                   

14                _19             _62              57              86                   

15                _66             _39              14              78                   

16                 14               1               0              14                   

17                 10              57             _21              61                   

18                 50             _19              13              55                   

======================================================================================= 

                             Súlyegység középhibája: m0 = 0.03014799848709758           

======================================================================================= 

Forgatási mátrix                                                                        

 0.85041648237653233  _0.49450709449998786 0.1795954898974515                           

  0.4793809209841649   0.86898119076225455 0.1227420983110061                           

_0.21676194107522559 _0.018287252133517624 0.9760531938940139                           

======================================================================================= 
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Térbeli affin transzformáció 
======================================================================================= 

                                      Térbeli AFFIN transzformáció                      

                                               Közös pontok                             

   PSZ             Forrás rendszer [x y z] -> TRANSZFORMÁCIÓ -> Cél rendszer [X Y Z]    

======================================================================================= 

                                          KOORDINÁTA JEGYZÉK                            

1         _49.007      54.453       0.978     _91.406      53.344       8.320           

2         _47.365      54.435      _6.242     _91.297      53.222       0.916           

3         _36.514      13.733       3.642     _60.158      24.280       8.948           

4         _34.881      13.859      _3.608     _60.135      24.278       1.521           

5         _53.378     _25.872      _4.187     _56.298     _19.186       5.700           

6          _7.324     _32.695      _1.389     _13.269      _2.677      _1.444           

7           9.587     _19.650       2.449      _4.666      17.245      _1.605           

8         _36.532      _0.319      21.980     _49.939      14.297      27.119           

9         _39.932      _1.307      19.965     _52.769      11.523      25.906           

10        _67.051      _8.834      15.017     _72.929      _8.630      27.146           

11        _54.124     _40.688      13.216     _46.500     _30.291      23.078           

12        _51.943     _30.962      _3.965     _52.581     _22.934       5.676           

13        _57.712     _23.376       8.397     _58.972     _17.511      18.862           

14        _59.650     _32.625      12.037     _55.429     _26.155      23.077           

15        _59.512     _32.705      12.071     _55.313     _26.131      23.039           

16        _41.466      18.246      21.085     _63.467      27.962      26.981           

17        _39.133      10.234      20.247     _57.673      22.069      25.782           

18        _29.781      _0.026      _8.062     _49.687      14.083      _3.666           

                                          n = 18 közös pont                             

======================================================================================= 

                                  Transzformációs paraméterek                           

                    Eltolás            Elforgatás            Méretarány                 

            _22.97513747242616  _1  _4 _24.108293688486    1.00008914467597             

             29.39934166697437  12  31   8.101455401600    1.00051796147999             

             _2.26959826255295  29  24  36.053349984591    1.00066252916192             

======================================================================================= 

                                        MARADÉK ELLENTMONDÁSOK [mm]                     

   PSZ             ex              ey              ez               e                   

1                   3             _13               1              14                   

2                   4             _21               5              21                   

3                  10               7              _8              14                   

4                   8               2               2               9                   

5                  32              24               8              41                   

6                  15              33              _5              37                   

7                  _2              31              _7              32                   

8                   1              _2              _9               9                   

9                 _64             _39             _10              76                   

10                  6             _33              43              55                   

11                 11              22             _45              51                   

12                _29             _14             _15              35                   

13                 18              63             _16              67                   

14                _19             _57              55              81                   

15                _66             _34              12              75                   

16                 11              _2              _3              12                   

17                  9              55             _25              61                   

18                 52             _20              18              58                   
 

======================================================================================= 

                             Súlyegység középhibája: m0 = 0.029774770235139549          

======================================================================================= 

Forgatási mátrix                                                                        

 0.85041648237653145 0.47938092098416479  _0.21676194107522512                          

_0.49450709449998775   0.868981190762254 _0.018287252133517756                          

 0.17959548989745139 0.12274209831100619    0.9760531938940139                          

======================================================================================= 
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CSÚCSKERESÉS HÁROMSZÖGBÁZISÚ (TIN) DIGITÁLIS 
FELÜLETMODELLBEN 

Kalmár János, Benedek Judit
 

 Peak searching in a triangular irregular network (TIN) – Triangle-based surface model 

allows surface interpolation fitting to a given, irregularly distributed set of points. If only the 

elevation of base points are taken into account, then the interpolation surface can be generated by 

continuous triangular element interpolation exclusively. Consequently the local extrema for the 

surface generated by triangular faces can be found only at the vertices of triangular faces. In order 

to improve the procedure of the local extrema searching a smooth surface have to be generated with 

a surface-fitting technique, using biquadratic interpolation. The smooth fitting of biquadratic local 

surfaces along the the sides of joining triangles is provided  using an adequate estimation for the 

partial derivatives at the base points. 

Keywords: TIN, biquadratic interpolation 

 

A háromszögbázisú felületmodellek, más módszerekkel egyetemben alkalmasak szabálytalanul  
elhelyezkedő pontok közötti felület interpolációra. Ha csak az alappontokban ismert magasságot 
vesszük figyelembe, akkor kizárólag a háromszögenkénti síkillesztés jöhet szóba, mint folytonos 
véges elem interpoláció. Lokális szélsőérték (minimum vagy maximum) pontok keresésekor a 
síkillesztés csak az alappontokban találhat extrémumot, a lefedő háromszögeken belül nem. Ezen 

javítandó olyan háromszögenként bikvadratikus véges elem felületinterpolációt dolgoztunk ki, mely 
nemcsak az alappontokra illeszkedik, hanem bizonyos parciális deriváltakra is, és folytonos a 
határoló éleken. A megvalósításhoz kétféle becslést használtunk a parciális deriváltak 
kiszámításához. 

Kulcsszavak: háromszögbázisú digitális felületmodell, bikvadratikus interpoláció 

1 Bevezetés 

Szabálytalan alappont-hálózat esetén háromszögbázisú (TIN) modelleket (Kalmár 1986) használunk 
felület-interpolációra, ami alapja pl. a felszín-ábrázolásnak (Bartels et al. 1987), a terület, illetve 

térfogatszámításoknak (Kalmár et al. 1995), a lejtési irány meghatározásának (Kalmár és Benedek 
2017). Az alappontok számának ésszerű csökkentésével (Kalmár 2005) kisebb tár és időigényű – de 

kevésbé pontos - TIN modellek is (Benedek et al. 2018), illetve az egyszerűbb kezelhetőség 
érdekében rácsbázisú modellre is áttérhetünk (Nagy et al. 1999). 

A legegyszerűbb TIN bázisú véges-elem approximáció a síkillesztés (𝑧= 𝑎0+ 𝑎1𝑥+ 𝑎2𝑦), 

ahol a három csúcspontban csak a magassági illeszkedést írjuk elő a paraméterek (𝑎0,𝑎1,𝑎2) 
meghatározásához. A másodfokú (bikvadratikus) polinomnak hat (1. egyenlet), a harmadfokú 
(bikubikus) polinomnak pedig tíz (Kalmár 1994) paramétere van. Magasabb fokú polinom 
becslésekhez viszont legalább annyi feltételi egyenletet kell felírni, ahány paraméter van, ezért a 
magassági illeszkedésen túl további feltételekre van szükség (Ahlberg et al. 1967). Továbbá 
természetes igény, hogy a háromszögeken definiált becslő függvények folytonosan kapcsolódjanak 
egymáshoz, aminek szükséges feltétele a paraméterek és a független illeszkedési egyenletek 
számának egyezése. 

Ha TIN modellünkben lokális szélsőértéket (minimum vagy maximum) keresünk, akkor a 
síkillesztés csak az alappontokban találhat extrémumot, a lefedő háromszögek belsejében nem. Ezen 
javítandó olyan háromszögenként bikvadratikus véges elem felületinterpolációt dolgoztunk ki, mely 
illeszkedik az alappontokra, és folytonos az élek mentén. A megvalósításhoz kétféle becslést 
használtunk a parciális deriváltak kiszámításához. 
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2 Bikvadratikus interpoláció 

Illesszünk háromszögenként egy 

 𝑝(𝑥,𝑦)= 𝑎0+ 𝑎1𝑥+ 𝑎2𝑦+ 𝑎3𝑥𝑦+𝑎4𝑥2+𝑎5𝑦2 (1) 

alakú másodfokú polinomot a felületre. A 𝑝(𝑥,𝑦) becslő polinom meghatározásához 
háromszögenként csak három magassági illeszkedési feltételt tudunk felírni: 

 𝑧𝑖= 𝑎0+ 𝑎1𝑥𝑖+ 𝑎2𝑦𝑖+ 𝑎3𝑥𝑖𝑦𝑖+𝑎4𝑥𝑖2+𝑎5𝑦𝑖2,     𝑖=1,2,3 . (2) 

Ha a háromszög csúcspontjaiban a felület normálvektora vagy gradiense ismert, tehát pl. a 
𝜕𝑝(𝑥𝑖,𝑦𝑖)
𝜕𝑥

=𝑝𝑥(𝑥𝑖,𝑦𝑖) és 
𝜕𝑝(𝑥𝑖,𝑦𝑖)
𝜕𝑦

=𝑝𝑦(𝑥𝑖,𝑦𝑖),𝑖=1,2,3 parciális deriváltak ismertek, akkor 
pontonként további két illeszkedési egyenletet írhatunk fel: 

 𝑝𝑥(𝑥𝑖,𝑦𝑖)= 𝑎1+ 𝑎3𝑦𝑖+ 2𝑎4𝑥𝑖        𝑖=1,2,3 , 

 𝑝𝑦(𝑥𝑖,𝑦𝑖)= 𝑎2+ 𝑎3𝑥𝑖+ 2𝑎5𝑦𝑖        𝑖=1,2,3 . (3) 

A (3) képletek 6 egyenlete most 5 paramétert tartalmaz, ezért a felületelemek illeszkedése nem 

biztosított. Ha figyelembe vesszük a (2) feltételt is, akkor 9 egyenletet kapunk, melyhez 6 paraméter 
tartozik, ami nem biztosítja a felületelemek pontos illeszkedését. Ha bikubikus (harmadfokú) 
interpolációt alkalmazunk, az előbbiekhez hasonlóan 9 illeszkedési egyenletünk lesz 10 
paraméterrel, ami nem vezet egyértelmű megoldáshoz. Annak érdekében, hogy határozott 
egyenletrendszerhez jussunk,  feltételi  egyenleteket  írunk  fel  a  𝑑𝑖,𝑗  iránymenti  deriváltakra  

vonatkozólag.  Jelölje  𝑡𝑖,𝑗=√(𝑥𝑗−𝑥𝑖)2+ (𝑦𝑗− 𝑦𝑖)2 az i és j pontok távolságát, akkor: 

 𝑑𝑖,𝑗= 𝑝𝑥(𝑥𝑖,𝑦𝑖)cos𝛼+ 𝑝𝑦(𝑥𝑖,𝑦𝑖)sin𝛼 , (4) 

ahol 

 sin𝛼=(𝑦𝑗− 𝑦𝑖)/𝑡𝑖,𝑗  ,     cos𝛼=(𝑥𝑗− 𝑥𝑖)/𝑡𝑖,𝑗 . (5) 

Minden háromszög élnek csak az egyik végpontjában írjuk fel az irány menti derivált illeszkedését: 

 𝑑𝑖,𝑗=𝑎1cos𝛼+𝑎2sin𝛼+𝑎3(𝑦𝑖cos𝛼+𝑥𝑖sin𝛼)+2𝑎4𝑥𝑖cos𝛼+2𝑎5𝑦𝑖sin𝛼 , (6) 

ahol 𝑑𝑖,𝑗 értékét a 3. fejezetben ismertetett valamelyik becslési eljárással adjuk meg. A (2) és (6) 

feltételek 6 egyenletből álló 6 ismeretlent tartalmazó egyenletrendszerhez vezetnek, ezért 
egyértelműen meghatározottak az (1) egyenlettel megadott felület paraméterei, amennyiben a 

feltételi egyenletek függetlenek. Ez belátható az egyenletrendszer mátrixának vizsgálatával, 
melynek többoldalas levezetésétől most eltekintünk, továbbá igazolható, hogy a rendszer 

determinánsa csak akkor lesz nulla, ha a háromszög három csúcspontja egy egyenesre illeszkedik, 

vagyis a 𝒗𝑖(𝑥𝑖,𝑦𝑖,1),𝑖=1,2,3 vektorok nem függetlenek. Ha a háromszög egy élére szűkítjük az 
(1) becslést, akkor ott egy 3 paraméteres egyváltozós másodfokú polinomot kapunk, mely (2) miatt 
illeszkedik az él végpontjaira, illetve (4) miatt az egyik végpontban az iránymenti derivált az él 
meredekségét írja elő – a feltételek és a paraméterek száma megegyezik, ezért a másodfokú polinom 

egyértelműen meghatározott. Szomszédos háromszögek közös élén ugyanazon egyváltozós 
polinom-szűkítéshez jutunk, ha biztosított, hogy az iránymenti meredekséget mindkét háromszög 
ugyanazon csúcspontjában írtuk elő. Ez elérhető pl. úgy, hogy mindig a kisebb azonosítójú ponttól a 
nagyobb azonosítójú pont felé mutató irányt (i < j) vesszük figyelembe. A fentiek miatt az él-

szomszéd háromszögek felületbecslésének másodfokú határgörbéje a közös élen egybeesik, ezért a 
(2) és a (6) feltételeken alapuló véges elem interpoláció a háromszöghálóban mindenütt folytonos 
lesz. 
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3 A gradiensvektor becslése az alappontokban 

Ha mérési pontonként csak a magasságok ismertek, de a magasabb rendű felületinterpolációhoz 
szükség van az alappontokban a felület gradiensének ismeretére, akkor az alábbiakban ismertetett 
módon járhatunk el. 

Ha háromszögenként az alappontokra síkot illesztünk, vagyis egy 𝑧(𝑥,𝑦)= 𝑎0+ 𝑎1𝑥+ 𝑎2𝑦 

bilineáris függvényt, akkor a háromszöghöz tartozó gradiens vektor komponensei ∇𝑧(𝑥,𝑦)=
(𝑎1,𝑎2). Nekünk viszont nem egy háromszöghöz, hanem egy 𝑃0(𝑥0,𝑦0) alapponthoz rendelt 

(becsült) gradiensre van szükségünk, és erre a pontra a háromszögháló több háromszöge is 
illeszkedik - jelölje számukat 𝑚, és teljesüljön 𝑚≥3. A legegyszerűbb becslés az alappontra 

illeszkedő háromszögek gradiensvektorai átlagának választása: 

 𝑝𝑥0=
1
𝑚
∑ 𝑎1𝑗𝑚
𝑗=1  , 𝑝𝑦0=

1
𝑚
∑ 𝑎2𝑗𝑚
𝑗=1  . (7) 

A továbbiakban megadunk egy másik becslési eljárást a 𝑃0(𝑥0,𝑦0) alapponthoz tartozó gradiensre 

vonatkozólag. Ehhez feltételezzük, hogy az (𝑎1𝑗,𝑎2𝑗) gradiens csak a 𝑗-dik háromszög (𝑥𝑠𝑗,𝑦𝑠𝑗) 
súlypontjában érvényes. Becsüljük bilineáris regresszióval a gradiens komponenseit 𝑃0-ban: 

 𝑝𝑥(𝑥0,𝑦0)=𝑎𝑥+𝑏𝑥𝑥0+𝑐𝑥𝑦0 , 𝑝𝑦(𝑥0,𝑦0)=𝑎𝑦+𝑏𝑦𝑥0+𝑐𝑦𝑦0 . (8) 

Az (𝑥𝑠𝑗,𝑦𝑠𝑗) súlypontokra vonatkozó illeszkedési feltételekkel határozhatjuk meg a (8) egyenlettel 

megadott (𝑝𝑥,𝑝𝑦) gradiens bilineáris becslésének (𝑎𝑥,𝑏𝑥,𝑐𝑥) illetve (𝑎𝑦,𝑏𝑦,𝑐𝑦) paramétereit: 

 𝑎1𝑗=𝑎𝑥+𝑏𝑥𝑥𝑠𝑗+𝑐𝑥𝑦𝑠𝑗 , 𝑎2𝑗=𝑎𝑦+𝑏𝑦𝑥𝑠𝑗+𝑐𝑦𝑦𝑠𝑗 . , 𝑗=1,…,𝑚 (9) 

A (9) szétválasztható egyenletrendszer (8) megoldása az (𝑎1𝑗,𝑎2𝑗) gradiensek lineáris kombinációja 
lesz, mert a két lineáris egyenletrendszer alapmátrixa megegyezik, mindkét mátrix 𝑗-dik sora 

(1,𝑥𝑠𝑗,𝑦𝑠𝑗) alakú. Vegyük észre, hogy az előző becslés, (7. egyenlet) is az (𝑎1𝑗,𝑎2𝑗) gradiensek 

lineáris kombinációja volt. 

4 Lokális szélsőérték keresés bikvadratikus interpoláció alapján 

(2) és (6) feltételek alapján illesszünk (1) egyenlettel megadott bikvadratikus becslést a TIN modell 
minden háromszögére. Láttuk, hogy a becslés folytonossága a háromszög élek mentén biztosított, és 
az (1) egyenlettel megadott másodfokú felületnek nemcsak a háromszög csúcspontjaiban lehet 
lokális szélsőértéke (1. ábra). A továbbiakban meghatározzuk ezen lokális szélsőérték helyét. Az (1) 
becslő függvény első rendű parciális deriváltjainak (𝑥0,𝑦0) gyöke (8) képletek alapján számítható, 
ami a szélsőértékhely meghatározásának szükséges feltétele: 

 𝑥0=
𝑎2𝑎3−2𝑎1𝑎5
4𝑎4𝑎5−𝑎3

2  , 𝑦0=
𝑎1𝑎3−2𝑎2𝑎4
4𝑎4𝑎5−𝑎3

2   . (10) 

A szélsőérték létezésének elégséges feltétele, hogy a 𝑝𝑥𝑥(𝑥0,𝑦0)𝑝𝑦𝑦(𝑥0,𝑦0)−𝑝𝑥𝑦(𝑥0,𝑦0)2>0 
feltétel teljesüljön, ami ebben az esetben a: 

 4𝑎4𝑎5−𝑎32>0 (11) 

feltételhez vezet, ebből adódik, hogy a (10) képletek nevezője nem lehet 0. Mivel 𝑝(𝑥,𝑦) becslő 
függvény lokálisan csak a háromszögön értelmezett, ezért nem csak azt kell ellenőrizni (11) alapján, 
van-e szélsőérték az (𝑥0,𝑦0) pontban, hanem azt is, hogy az (𝑥0,𝑦0) pont belső pontja-e a 

háromszögnek. Ha igen, akkor az 𝑎4 paraméter előjelének vizsgálatával eldönthető, hogy 

𝑝(𝑥,𝑦) becslő függvénynek lokális minimuma vagy maximuma van-e az (𝑥0,𝑦0) pontban. Ha 

𝑎4< 0, akkor (𝑥0,𝑦0) lokális maximum pont, ellenkezőleg lokális minimum pont. A felület 
globális szélsőérték pontját ezután a véges sok lokális szélsőérték nagyságának összehasonlításával 
kapjuk. Ha a 𝑝(𝑥,𝑦) felület-becslésnek (𝑥0,𝑦0)-ban nincs szélsőértéke, vagy (𝑥0,𝑦0) nem belső 
pontja a háromszögnek, akkor még lehet lokális szélsőérték a véges értelmezési tartomány (a 
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háromszög) határán. A háromszöget három egyenes szakasz határolja, melyeken az (1) kvadratikus 
becslés parabola ívekre esik szét. Tegyük fel, hogy 𝑃1=(𝑥1,𝑦1,𝑧1) és 𝑃2=(𝑥2,𝑦2,𝑧2) pontok egy 

olyan háromszög oldalélét feszítik ki, ahol a felszín becslését az (1) képletű 𝑝(𝑥,𝑦) bikvadratikus 

polinom szolgáltatja, melyre a (2) feltételek miatt természetesen teljesül 𝑝(𝑥1,𝑦1)=𝑧1, és 
𝑝(𝑥2,𝑦2)=𝑧2. Legyen ∆𝑥=𝑥2 – 𝑥1,∆𝑦=𝑦2 – 𝑦1 és ∆𝑧=𝑧2 – 𝑧1, akkor a 𝑃1𝑃2 egyenes egy 

paraméteres előállítását az 

 𝑥(𝑡)=𝑥1+(∆𝑥)𝑡,𝑦(𝑡)=𝑦1+(∆𝑦)𝑡   és   𝑧(𝑡)=𝑧1+(∆𝑧)𝑡 (12) 

képletek szolgáltatják, ahol 𝑥(0)=𝑥1,  𝑥(1)=𝑥2, 𝑦(0)=𝑦1,  𝑦(1)=𝑦2  teljesül. A felszínt 

becslésére előállított 𝑝(𝑥,𝑦) polinomnak a háromszög 𝑃1𝑃2 oldalára korlátozott alakja: 

𝑝(𝑡)= 𝑝(𝑥(𝑡),𝑦(𝑡))=𝑧1+(𝑎1∆𝑥+𝑎2∆𝑦+𝑎3(𝑥1∆𝑦+𝑦1∆𝑥)+2𝑎4𝑥1∆𝑥+2𝑎5𝑦1∆𝑦)𝑡+ 

   +(𝑎3∆𝑥∆𝑦+𝑎4(∆𝑥)2+𝑎5(∆𝑦)2)𝑡2 . 

𝑝(0)=𝑧1 é𝑠  𝑝(1)=𝑧2 feltételek alapján, illetve némi átalakítás után kapjuk: 

𝑝(𝑡)=𝑧1+(∆𝑧)𝑡+(𝑎3∆𝑥∆𝑦+𝑎4(∆𝑥)2+𝑎5(∆𝑦)2)(𝑡2−𝑡), ami (12) alapján átírható: 

 𝑝(𝑡)=𝑧(𝑡)+(𝑎3∆𝑥∆𝑦+𝑎4(∆𝑥)2+𝑎5(∆𝑦)2)(𝑡−1)𝑡 (13) 

alakba. Ez alapján közvetlenül leolvasható a 𝑝(𝑡) becslésnek a 𝑧(𝑡) egyenestől való eltérése: 

 𝑝(𝑡)−𝑧(𝑡)=(𝑎3∆𝑥∆𝑦+𝑎4(∆𝑥)2+𝑎5(∆𝑦)2)(𝑡−1)𝑡 . (14) 

A szakasz végpontjaiban (ahol 𝑡=0 illetve 𝑡=1) a (14) eltérés természetesen 0. (13) alapján: 

𝑝’(𝑡) = ∆𝑧 + (𝑎3∆𝑥∆𝑦 + 𝑎4(∆𝑥)2 + 𝑎5(∆𝑦)2)(2𝑡 – 1) . 
A 𝑝(𝑡) függvény szélsőértékét deriváltjának 𝑡0 gyökében találjuk: 

 𝑡0=
1
2
(1− ∆𝑧

𝑎3∆𝑥∆𝑦 + 𝑎4(∆𝑥)2 + 𝑎5(∆𝑦)2
) . (15) 

Minket csak a 𝑃1𝑃2 szakaszra eső szélsőértékek érdekelnek, ezért, ha a 0≤𝑡0≤1 feltétel teljesül, 
akkor a szélsőérték helye és értéke a 𝑃(𝑥(𝑡0),𝑦(𝑡0),𝑝(𝑡0)) pontban lesz: 

𝑥0=𝑥1+(∆𝑥)𝑡0,  𝑦0=𝑦1+(∆𝑦)𝑡0, 𝑧0=𝑧1−𝑡02(𝑎3∆𝑥∆𝑦 + 𝑎4(∆𝑥)2 + 𝑎5(∆𝑦)2) 

 

1. ábra. Egy sajátos bikvadratikus felület (forgási paraboloid) globális és lokális szélsőérték pontjai (fekete – min, szürke – 
max). A forgási paraboloid P csúcspontja a felület globális minimum pontja 

Az 1. ábrán egy forgási paraboloid szintvonalrajza, illetve egy rá illesztett háromszögön található 
extremális pontok vannak feltüntetve. 

𝑃 

𝑃 



CSÚCSKERESÉS HÁROMSZÖGBÁZISÚ (TIN) DIGITÁLIS FELÜLETMODELLBEN 

Geomatikai Közlemények XXIV, 2021 

31 

5 Egy kvadratikus spline interpoláció levezetése 

Láttuk, hogy az (1) bikvadratikus becslésnek egy szakaszra vonatkozó (13) megszorítása 
tulajdonképpen az alábbi 𝑔(𝑡) függvény, amit a szakasz 𝑃𝑖(𝑡𝑖,𝑚𝑖) végpontjaival (𝑖=1,2) és az 
egyik végpontban a derivált (meredekség) 𝑄𝑖(𝑡𝑖,𝑑𝑖) értékével adunk meg:  

 𝑔(𝑡)=𝑎+𝑏𝑡+𝑐𝑡2  . (16) 

Tehát a (16) másodfokú becslő polinom három paraméterének egyértelmű meghatározásához az 
alábbi négy illeszkedési feltételből az első hármat használjuk fel: 

 𝑎+𝑏𝑡1+𝑐𝑡12=𝑚1 , 𝑎+𝑏𝑡2+𝑐𝑡22=𝑚2 , 

 𝑏+2𝑐𝑡1=𝑑1 , 𝑏+2𝑐𝑡2=𝑑2 . (17) 

Ennek alapján meghatározzuk a parabola (𝑎,𝑏,𝑐) paramétereit a (17) illeszkedési egyenletekből az 
(𝑚1,𝑚2,𝑑1) feltételeket kielégítően, majd a kapott értékeket behelyettesítjük az illeszkedési 
feltételek utolsó egyenletébe: 

 𝑎=𝑡1
2𝑡2𝑑1+𝑡1

2𝑚2−𝑡2
2𝑡1𝑑1−2𝑡1𝑡2𝑚1+𝑡2

2𝑚1
(𝑡1−𝑡2)2

 ,   𝑏=−𝑡1
2𝑑1+2𝑡1𝑚2−𝑡2

2𝑑1−2𝑡1𝑚1
(𝑡1−𝑡2)2

 ,   𝑐=𝑡1𝑑1+𝑚2−𝑡2𝑑1−𝑚1
(𝑡1−𝑡2)2

  , 

 𝑑2−𝑏−2𝑐𝑡2=𝑑1+𝑑2−2
𝑚2−𝑚1
𝑡2−𝑡1

  . (18) 

Látható, hogy az így kapott kifejezés akkor lesz 0 (ekkor a negyedik illeszkedési egyenlet az 
(𝑚1,𝑚2, 𝑑1) illeszkedési egyenletek következménye), ha a deriváltak átlaga egyenlő az ismert 
függvényértékekből számolt differencia–hányadossal, vagyis: 

 
𝑑1+𝑑2
2
=𝑚2−𝑚1
𝑡2−𝑡1

  . (19) 

Tehát egy folytonos és folytonosan differenciálható kvadratikus spline interpolációhoz juthatunk 
úgy, hogy csak egy alappontban (pl. peremértékként) írjuk elő a deriváltat, a többi alappontban 
pedig szomszédról szomszédra ugrálva a (19)-ből származtatott alábbi képlet alapján indukcióval 
számítjuk a deriváltak megfelelő értékét. Ez a derivált-számítás biztosítani fogja azt, hogy 
szakaszonként a (17) illeszkedési egyenletek alapján felírt (16) kvadratikus becslő polinomok az 

alábbi együtthatókkal számított megoldásai folytonosan és egyszer folytonosan differenciálhatóan 
kapcsolódjanak egymáshoz a 𝑃𝑖 alappontokban. 

 𝑑𝑖+1=2
𝑚𝑖+1−𝑚𝑖
𝑡𝑖+1−𝑡𝑖

−𝑑𝑖  , (20) 

𝑎𝑖=
𝑡𝑖
2𝑡𝑖+1𝑑𝑖+𝑡𝑖

2𝑚𝑖+1−𝑡𝑖+1
2 𝑡𝑖𝑑𝑖−2𝑡𝑖𝑡𝑖+1𝑚𝑖+𝑡𝑖+1

2 𝑚𝑖
(𝑡𝑖−𝑡𝑖+1)2

, 𝑏𝑖=−
𝑡𝑖
2𝑑𝑖+2𝑡𝑖𝑚𝑖+1−𝑡𝑖+1

2 𝑑𝑖−2𝑡𝑖𝑚𝑖
(𝑡𝑖−𝑡𝑖+1)2

, 𝑐𝑖=
𝑡𝑖𝑑𝑖+𝑚𝑖+1−𝑡𝑖+1𝑑𝑖−𝑚𝑖

(𝑡𝑖−𝑡𝑖+1)2
, 

 𝑖=1,…,𝑛−1 . (21) 

A 2. ábrán ugyanazon pontsorozatra illesztett, kezdő meredekségükben eltérő spline függvények lát-

hatók.  

 

 

 

 

 

 

 

2. ábra. A kezdő meredekség hatása a spline-interpolációra 
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A (19) képlet segítségével egy másik interpolációs feladat megoldását is levezethetjük. Tegyük fel, 
hogy a keresett függvény 𝑄𝑖(𝑡𝑖,𝑑𝑖) deriváltjait az összes alappontban ismerjük, viszont 
peremfeltételként csak egy pontban ismert a 𝑃1(𝑡1,𝑚1) függvényérték. Keressük tehát a (17) 

feltételekből az (𝑚1,𝑑1, 𝑑2) illeszkedési egyenletekre leszűkített (16) bázisfüggvényű folytonos és 
folytonosan deriválható spline interpolációt. Fejezzük ki (19) képletből 𝑑2 helyett az 𝑚2 paramétert, 
akkor az alábbi indukciós összefüggéshez jutunk: 

 𝑚𝑖+1=𝑚𝑖+(𝑡𝑖+1−𝑡𝑖)
𝑑𝑖 + 𝑑𝑖+1
2

  . (22) 

A szakaszonként becslő polinomok paramétereit meghatározó (21) képletek továbbra is érvényben 
maradnak, mert (22) alapján rendelkezésre áll az összes függvényérték, és (19) teljesülése miatt a 
sima folytonosság is biztosított. A (22) képlet út-idő-sebesség viszonylatban egyébként úgy 
interpretálható, hogy az egyes útszakaszokat az elején és a végén mért sebességek átlagával 
teljesítjük. 

6 Összefoglalás 

Olyan TIN bázisú bikvadratikus véges-elem felületinterpolációt konstruáltunk, ahol a szomszédos 
felületelemek folytonosan illeszkednek egymáshoz, mert a magassági illeszkedési feltételek mellett 
a háromszög-élek mentén az iránymenti deriváltak egyezését írtuk elő. Az iránymenti deriváltat az 
alappontokban becsült parciális deriváltakból vezettük le, melyeket viszont a háromszögenkénti 
síkillesztések normálvektorainak lineáris kombinációjaként állítottuk elő. 

A bikvadratikus felületinterpoláció alapján meghatároztuk a lokális szélsőérték létezésének 
feltételeit és konkrét pozícióit. 

Folytonos és egyszer folytonosan differenciálható egyváltozós kvadratikus spline interpolációt 
határoztunk meg úgy, hogy a deriváltra (meredekségre) kezdőértéket csak egy pontban kell 

megadni, és a szakaszonkénti polinom-együtthatók egymástól függetlenül határozhatók meg. 
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A FÖLDFORGÁS ÉS A SZEIZMIKUS AKTIVITÁS 
EGYMÁSRA GYAKOROLT HATÁSÁNAK VIZSGÁLATA 

Fodor Csilla
, 

 

 Study of the interrelation between Earth rotation and seismicity – This paper summariz-

es the author’s results regarding the mutual interrelation between earthquake activity and the rota-

tion of the Earth. This paper concludes that both of these geodynamic processes affect each other. 

Long term changes in the Length-of-Day (i. e. tidal friction) generate changes in the geometric 

flattening, thus results in significantly higher seismic activity near the critical latitudes. On the 

other hand, great earthquakes generate mass redistributions which through the conservation of 

angular momentum, results in variations of Earth rotation. At the current precision these small 

changes could be detected in the polar motion observations. Using the formalism published by Xu et 

al. (2014) this paper attempts to detect this signal in the Earth rotation prediction errors. 

Keywords: Earth rotation, earthquake, polar motion, length-of-day, seismic energy, tidal friction, 

co-seismic changes in Earth rotation, polar motion prediction errors 

 

Jelen tanulmány célja, hogy összefoglalja a Föld forgásának és a földrengések kölcsönös kapcsola-

tának vizsgálata során a szerző által eddig elért eredményeket. Mivel ez a folyamat kétirányú, elő-
ször megnézi, hogy a globális szeizmicitás hogyan függ az árapálysúrlódás által keltett földalak 
változásoktól, majd egyes földrengések földforgásra gyakorolt hatását vizsgálja. Ez utóbbi feladat-

hoz a Xu et al. (2014) által bevezetett formalizmus felhasználásával modellezi a földforgásra gyako-

rolt koszeizmikus hatásokat, ezeket összeveti a szakirodalomban bemutatott modellszámítások 
eredményeivel, majd megkísérli ezeket kimutatni a földforgás megfigyelésekben. 

Kulcsszavak: földforgás, földrengés, pólusmozgás, naphossz, szeizmikus energia, árapálysúrlódás, 
koszeizmikus változások a földforgásban, pólusmozgás előrejelzések hibája 

1 Bevezetés 

A Föld forgása folyamatos ingadozásokat mutat. A földforgás geofizikai leírása –, azaz annak meg-

ismerése, hogy egyrészt mely geodinamikai folyamatok hatására változik a Föld forgássebességének 
nagysága, illetve a forgástengely döféspontjának helye a pólushoz képest, másrészt a földforgásban 
bekövetkező változások milyen hatással vannak a geodinamikai folyamatokra – már az előző évszá-
zad közepén megkezdődött (Melchior 1957, Munk és MacDonald 1960). A földforgás megfigyelése 
több szempontból szükséges. Ilyen a vonatkoztatási rendszerek meghatározása, amely a precíz 
helymeghatározáshoz és navigációhoz elengedhetetlen. Másrészt a földforgás folyamatos megfigye-

lése hozzájárul a Földön zajló folyamatok megismeréséhez, illetve a különféle folyamatok kapcsola-

tának leírásához (ilyen például a mag-köpeny közti csatolási mechanizmus vagy a merev Föld és az 
atmoszféra, illetve óceán közti impulzusnyomaték átadás). Mai ismereteink szerint azok a főbb földi 
folyamatok, melyek kölcsönhatásban vannak a földforgással az atmoszféra és az óceánok szezonális 
áramlásai, a mag szabad nutációja (free core nutation), illetve az árapály (Eubanks 1993). Mára már 
több módszerrel végezzük a megfigyeléseket: Very Long Baseline Interferometry (VLBI), 

Satellite/Lunar Laser Ranging (SLR/LLR), Global Navigation Satellite Systems (GNSS) vagy az 

erre a célra telepített nagy lézergyűrűs giroszkóppal (Seitz és Schuh 2010).  

A földforgás változás hatását a globális szeizmicitásra valószínűleg Denis és Varga (1990) vetet-

te fel elsőként. A földforgás és a földrengések kapcsolatának kutatása főként az egyes földrengések 
koszeizmikus hatását vizsgálja, de ugyanígy kutatások tárgya a földrengés aktivitás által keltett 

kumulatív hatás, illetve a posztszeizmikus hatás a Föld forgására. Egy földrengés által keltett válto-

zás meghatározása a Föld forgásában és az eredmény kimutatása a megfigyelésekben jelenleg nem 
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egyértelmű, mivel még egy-egy nagy esemény által keltett tömegátrendeződés is viszonylag csekély 
mértékben befolyásolja a forgást a megfigyelések amplitúdójához képest (bővebben 5. fejezet).  

Jelen tanulmány korábbi kutatások nyomán (Varga et al. 2004, Bizouard 2005, Gross és Chao 

2006, Xu et al. 2014) igyekszik a kapcsolatot tovább vizsgálni, mind a földforgás hatását a globális 
szeizmikus aktivitásra, mind a nagy földrengések hatását a földforgás megfigyelésekben.  

2 Felhasznált adatok 

Jelen munkához több, különböző forrásból származó adatra volt szükség: földforgás megfigyelés 
adatsorokra, illetve előrejelzésekre, földrengés katalógusra és egydimenziós (radiális) földmodellre.  

A földrengésekkel kapcsolatos vizsgálatokhoz a Nemzetközi Szeizmológiai Központ (Internati-

onal Seismological Centre) által közzétett globális műszeres megfigyeléseket tartalmazó katalógu-

sának (ISC GEM Global Instrumental Earthquake Catalogue) 6.0 verzióját használtam fel 
(Storchak et al. 2013, 2015, Di Giacomo et al. 2018). A választást az indokolta, hogy ez a katalógus 
egész terjedelmében (1904-től 2015 végéig) egységes elvek alapján meghatározott momentum 
magnitúdó (MW) értékeket tartalmaz (Di Giacomo et al. 2015). A katalógusban szereplő nagy 
(𝑀𝑊 ≥7) események földrajzi eloszlása az 1. ábrán látható. Az MW értékek jelentősége, hogy az 

mind a rengés által felszabadult rugalmas energia számításához, mind a földforgásra gyakorolt 
koszeizmikus hatás meghatározásához  szükséges  bemenő  paraméter. Mivel a tanulmányban a 

különösen nagy földrengések (𝑀𝑊 ≥8) szerepelnek, a momentum magnitúdó használata különösen 
fontos, mivel a többi magnitúdó (𝑀𝐿,𝑚𝑏,𝑀𝑆) ilyen nagy földrengések esetében már telítődik 
(Kanamori 1983). 

A földforgás paraméter (Earth Rotation Parameters) adatok – tehát a pólusmozgás (Polar 

Motion, PM), és a naphossz (Length-of-Day, LOD) – a Nemzetközi Földforgás Szolgálat (Internati-

onal Earth Rotation Service, IERS) C04 idősorából (Bizouard et al. 2019), míg a földforgás előre-

jelzések a GFZ (Deutsches GeoForschungsZentrum) adatbázisából származnak (Dill et al. 2019). 

A koszeizmikus számításokhoz szükség volt radiális földmodellre, amely a Föld belső szerkeze-

tét modellező fizikai paramétereket tartalmaz. Erre a célra a Preliminary Reference Earth Model 

(PREM) lett felhasználva (Dziewonski és Anderson 1981).  

Mindezek mellett a földforgás globális szeizmicitásra való hatásának vizsgálatához szükség volt 
a szubdukciós zónák és a lemezhatárokon található transzform törésvonalak együttes hosszának 
értékeire a szélesség függvényében (15°-os tartományokban megadva). Ezek az adatok Dr. 

Friedhelm Krumm (Stuttgarti Egyetem) számításan alapulnak.  

3 A Föld szeizmikus aktivitása a 20. században 

A földrengés által keltett rugalmas energiát (𝐸𝑅) a Gutenberg-Richter egyenlettel számíthatjuk 
(Hanks és Kanamori 1979, Kanamori 2004): 

 𝑙𝑜𝑔𝐸𝑅=4.8+1.5𝑀 . (1) 

Az éves szeizmikus energia jelentős ingadozásokat mutat az utolsó 120 év során. A kiugró értéke-

ket, mint a 2. ábrán látható, a viszonylag ritkán előforduló nagy (𝑀𝑊 ≥8) földrengések keltik (Ste-

in és Wysession 2009). 
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1. ábra. A számításhoz felhasznált 1904 és 2015 között kipattant nagy (𝑀𝑊≥7) rengések epicentrumainak földrajzi elosz-

lása az ISC GEM katalógus alapján 

 

2. ábra. 1904-től 2015 végéig éves felszabadult energia alakulása az ISC-GEM Katalógus 𝑴𝑾 adataiból számítva,  

megnevezve a 1018 J-nál nagyobb energiát felszabadító események magnitúdóját, helyét és időpontját (Fodor et al. 2020) 

 

3. ábra. Az 1904 és 2018 között kipattant nagy földrengések (𝑀𝑊 ≥7) által keltett szeizmikus energia szélesség szerinti 
eloszlása (körökkel); illetve ezen eredmények szubdukciós zónák hosszaival osztva (négyzetekkel jelölve) 
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4 A földforgás hatása a globális szeizmicitásra 

Ebben a szakaszban a földforgás hosszú periódusú változásainak földrengés aktivitásra gyakorolt 

hatásainak vizsgálatára kerül sor, pontosabban a forgási szögsebesség szekuláris változásának, azaz 
az árapálysúrlódásnak hatása kerül bemutatásra a szeizmikus energia szélesség szerinti eloszlására. 

Az (1) egyenlet alapján elmondható, hogy a szeizmikus energia térbeli eloszlásának vizsgálatá-
hoz elegendő a nagy földrengések (𝑀𝑊 ≥7) figyelembevétele. Ezért az ISC-GEM katalógust saját 
adatgyűjtéssel 2018-ig kiegészítve (azaz a felhasznált adatsor 1904-től 2018-ig terjed) került kiszá-
mításra a felszabadult szeizmikus energia a szélesség függvényében, 15 fokos sávokban (3. ábra). A 

3. ábrán ezenkívül megjelenítésre kerültek a szubdukciós zónák és a lemezhatárokon található 
transzform törésvonalak együttes hosszával osztott értékek is, ezáltal egy-egy szélességi tartomány-

nak a „szeizmikus hatékonysága” is látható. 

Melosh (1977) valamint Amalvict és Legros (1993) nyomán Varga és társai (1998) meghatároz-

ták, hogy a forgási szögsebesség változásának hatására a lapultság változásán keresztül a földrajzi 
szélesség függvényében milyen mértékű meridionális- és azimutális feszültség keletkezik egydi-

menziós földmodell feltételezése esetén. Ebben az esetben ezen feszültségek különbségének inflexi-

ós pontjai az ún. kritikus szélességnél (𝜑𝑘𝑟𝑖𝑡=±48.2°) vannak (Denis és Varga 1990). 

Földünk forgása szekulárisan csökken az árapálysúrlódás következtében (Stacey 1992)  

∆𝐿𝑂𝐷=(2.3±1) ms/évszázad értékkel és ennek megfelelően a forgássebesség csökkenése  

𝛥𝜔=–(5.4±0.5)∙10−22𝑠−2 (Varga 2006). Természetesen a Föld esetében más feszültségek is 
jelentkeznek, a gyakorlatban nem a lapultság változásból eredő, hanem a tektonikai eredetű feszült-

ségek dominálnak.  

Ennek megfelelően a 3. ábrán látható, hogy a szeizmikus energia szélesség szerinti eloszlása az 
elméleti 1D modell esete alapján várható bimodális (kétcsúcsú) elrendeződésű, maximumai a kriti-

kus szélességek közelében találhatók. Látható, hogy ezek a csúcsok nem pontosan a számított kriti-

kus szélesség értékekre esnek, hozzávetőleg 15°-kal észak felé el vannak tolódva. Ennek oka az 

északi szélességek esetében abban keresendő, hogy a Föld felszínétől számított felső száz kilométe-

res réteg, melyhez a felszabaduló földrengés energia döntő része kötődik laterálisan jelentős mér-

tékben inhomogén, ami torzítja az elméleti homogén modell esetére számított egyenlítőhöz képest 
szimmetrikus bimodalitást. Ennek ellenére egyértelműen látható, hogy mindkét félgömbön a föld-

rengés energia felszabadulás a közepes szélességeken nagyobb, mint az egyenlítői és a sarkvidéki 
térségekben. 

5 Kiemelkedő földrengések hatása a földforgásra 

A következőkben tekintsük a földforgás megfigyelések főbb jellemzőit. Jelen tanulmányban az 
IERS által számított C04 idősort alkalmazzuk, amely naponkénti értékeket tartalmaz 1962-től napja-

inkig. A földforgás paraméterek értékeinek meghatározása jelenleg az LOD esetében ~ 15 µs a PM 
esetében pedig ~ 50 µas középhibával jellemezhető (Bizouard et al. 2019). Ezentúl fontos szót ejteni 
arról is, hogy az LOD és a PM milyen nagyságrendekben változnak és ebből mely összetevők te-

kinthetők ismertnek és/vagy modellezhetőnek.  

Az LOD esetében a teljes változás néhány milliszekundumos tartományon belül ingadozik. Ben-

ne a legdominánsabb a szekuláris, milliszekundumos nagyságrendű árapálysúrlódás által keltett 
összetevő. Erre szuperponálva jelennek meg az atmoszférikus folyamatok hatására éves- és féléves 
periódusidejű, illetve az árapály következtében napos periódussal rendelkező összetevők. Ha a meg-

figyelt jelből mindezt eltávolítjuk, egy reziduál jelet kapunk, amely mintegy 1 ms tartomány-

ban, -0.5 és 0.5 ms között ingadozik (lásd 6.5. ábra, Seitz és Schuh 2010).  

A PM esetében a teljes jel tartománya körülbelül 0.8 as. A pólusmozgásnak két fő összetevője 
ismert. Az egyik az éves periódusú összetevő (mintegy 0.09 as amplitúdóval), a másik pedig a 
Chandler-ingadozás körülbelül 1.2 éves periódusidővel (mintegy 0.17 as amplitúdóval).  

Ha az évszakos változásokat és a Chandler ingadozást levonjuk a teljes megfigyelt jelből,  

azaz képezzük a reziduál jelet, az 0.1 as tartományban, ± 0.05 as között változik (lásd 
https://www.iers.org/IERS/EN/Science/EarthRotation/Xpole.html?nn=12932, 2020-10-27). A pó-
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lusmozgás esetében érdemes továbbá megjegyezni, hogy az ún. pólusvándorlás – azaz a pólus hely-

zetének szekuláris változása – következtében a pólus ~3.3 mas/év (azaz ~10 cm/év) sebességgel 
halad nyugati 76-78° irányba (a pólusmozgás koordináta-rendszerében értelmezve, ahol 𝑎+𝑥 ten-

gely a greenwichi kezdőmeridián irányába, 𝑎+𝑦 tengely pedig erre merőlegesen, nyugat felé mu-

tat, kezdőpontja pedig az 1900 és 1905 közötti időtartamra meghatározott közepes pólushely). A 

pólusvándorlás forrása egyelőre nem teljesen kidolgozott, azonban valószínűsíthető, hogy a jégkor-

szak utáni visszarendeződés (postglacial rebound), illetve a tengerszint ingadozásának következmé-
nye (Seitz és Schuh 2010). 

Számos korábbi tanulmány célja volt modellezni a földrengések által létrejövő tömegátrendező-
dés hatását a Föld forgási szögsebesség-vektorára (Gross és Chao 2006, Xu et al. 2014), illetve az 

eredmények földforgás megfigyelésekben való kimutatása (Bizouard 2005, Raoofian és Arab 2017, 

Xu et al. 2013). Azonban utóbbi feladat meglehetősen bonyolult és nem egyértelmű, hiszen a mo-

dellezett jel a regisztrált legnagyobb rengés (1960. 05. 22. Chile, 𝑀𝑊 =9.6) esetében is maximáli-

san |∆𝐿𝑂𝐷|~10μs és |∆𝑃𝑀| ~ 25mas (Chao és Gross 1987, Gu 1996, Raoofian és Arab 2017, Xu 

et al. 2013, 2014). Ha ezeket az adatokat összehasonlítjuk a C04 adatok jelenlegi pontosságával, 
akkor az LOD esetében azt látjuk, hogy a szeizmikus események által keltett jel a legnagyobb föld-

rengés esetében is a középhibánál kisebb jel, míg a PM esetében a koszeizmikus hatás statisztikailag 

kimutatható lehet. A földforgás megfigyelések teljes amplitúdójának nagyságrendjével összehason-

lítva azonban a földrengések hatása kimondottan kismértékűnek tekinthető. Ahhoz, hogy a modelle-

zett koszeizmikus hatásokat a földforgás megfigyelésekben kimutassuk, azaz a modellszámításokat 
validáljuk, a megfigyeléseket nem elég korrigálni az ismert folyamatokkal (azaz a reziduál jelet 
tekinteni), ezért különleges eljárások alkalmazására van szükség. Ennek a problémának megoldásá-
ra jelen tanulmányban a földforgás adatok előrejelzésének hibájában kíséreljük meg kimutatni a 
modellszámításokkal kapott koszeizmikus jelek jelenlétét (lásd 5.3. fejezet), amelyhez használt 
eljárást az 5.1. fejezet tartalmazza, majd az 5.2. fejezetben kerülnek bemutatásra az eredmények, 

illetve azok más tanulmányokkal való összehasonlítása. 

5.1 Az alkalmazott eljárás ismertetése 

A földforgásra gyakorolt koszeizmikus hatások modellezését már az 1970-es években kezdték ki-

dolgozni (Menahem és Israel 1970, Dahlen 1971, 1973). Alapvetően kétféle módszer került kidol-

gozásra a szakirodalomban: normál módust alkalmazó eljárás (normal mode method) és diszlokáció 
elmélet (dislocation theory). Jelen tanulmányban utóbbit alkalmazza, melynek formalizmusát Xu et 
al. (2014) írta le. A módszer alapját a perdületmegmaradás törvénye adja, melynek értelmében egy 
olyan fizikai folyamat befolyásolja a Föld forgását, melyet az Euler-Liouville egyenlet ír le (Munk 
és MacDonald 1960, Lambeck 1980): 

 
𝜕𝑯(𝑡)
𝜕𝑡
+𝝎(𝑡)×𝑯(𝑡)=𝝉(𝑡) , (2) 

ahol 𝑯(𝑡) a merev Föld impulzusmomentum vektora, 𝝎(𝑡) a merev Föld átlagos szögsebesség 
vektora és 𝝉(𝑡) a külső forgatónyomatékok hatása a Földre. Általánosan 𝑯(𝑡) a következő formá-
ban írható fel: 𝑯(𝑡)=𝒉(𝑡)+𝑰(𝑡)𝝎(𝑡), ahol 𝒉(𝑡) jelöli az egyenletesen forgó merev Földhöz  

képesti tömeg-átrendeződést, 𝑰(𝑡) pedig a merev Föld inercia tenzora. Mivel a földrengés egy fel-

szín alatti folyamat, külső forgatónyomatékot nem generál, viszont tömeg-átrendeződést igen, amely 
az inercia tenzorban okoz változást. Egy földrengés következtében létrejövő relatív mozgás elha-

nyagolható mértékben befolyásolja 𝒉(𝑡) értékét, emiatt elhagyható (Chao 1984). Első közelítésben 
csak a kismértékű, egyenletes forgáshoz képesti eltéréseket figyelembe véve a 2. egyenlet a követ-

kezőképp egyszerűsödik (Munk és MacDonald 1960, Lambeck 1980): 

 𝑚(𝑡)+1
𝜎𝑐

𝑑𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
=𝜓(𝑡) , (3) 

 
𝑑𝑚𝑧(𝑡)
𝑑𝑡
=𝑑𝜓𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
 , (4) 
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ahol 𝜎𝑐 jelöli a Chandler-periódus frekvenciáját, 𝑚(𝑡)=𝑚𝑥(𝑡)+𝑖𝑚𝑦(𝑡) pedig a pólus helyzete 
radiánban, ahol a valós rész adja meg az x komponenst (0° meridián), a komplex rész pedig az ettől 
keletre 90 fokkal felvett meridián (90°E meridián) irányú összetevőt. Ugyanígy  

𝜓=𝜓𝑥(𝑡)+𝑖𝜓𝑦(𝑡) a pólusmozgás gerjesztését. 𝑚𝑧(𝑡) mutatja meg a forgássebességben jelentke-

ző változást, 𝜓𝑧(𝑡)=−∆𝐿𝑂𝐷/𝐿𝑂𝐷 pedig a naphossz gerjesztését adja. A koszeizmikus hatást tehát 
a földforgásra ezek a gerjesztési függvények adják meg (Wahr 1982, Gross 1986): 

 𝜓𝑥(𝑡)+𝑖𝜓𝑦(𝑡)=1.61(𝛥𝐼𝑥𝑧+𝑖𝛥𝐼𝑦𝑧)/(𝐶−𝐴) , (5) 

 𝜓𝑧(𝑡)=−𝛥𝐼𝑧𝑧𝐶𝑚⁄  , (6) 

ahol 𝛥𝐼𝑥𝑧, 𝛥𝐼𝑦𝑧 és 𝛥𝐼𝑧𝑧 az inerciatenzor komponensei, 𝛥 jelöli a referenciaértéktől való eltérést,  

𝐶=8.0438×1037𝑘𝑔 𝑚2 és 𝐴=8.0177×1037𝑘𝑔 𝑚2 konstansok rendre a poláris- és ekvatoriá-
lis fő inercianyomaték, 𝐶𝑚=7.1236×1037𝑘𝑔 𝑚2 pedig a köpeny tengelymenti nyomatéka (Xu et 
al. 2014). 

5.2 A koszeizmikus számítások eredménye, összehasonlítás 

A Xu et al. (2014) által kidolgozott formalizmus alapján kiszámításra kerültek a nagy földrengések 
koszeizmikus hatásai. A számítás bemenő adatai egyrészt a Föld PREM modellben megadott radiá-
lisan változó fizikai paraméterei, másrészt a földrengések paraméterei – az esemény földrajzi helye 
(szélesség, hosszúság, fészekmélység), momentum magnitúdója, illetve a vetősíkot jellemző három 
szög értéke, a csapásirány (strike), a dőlésszög (dip) és a csúszás (slip) – az ISC GEM katalógus 
alapján. A földrengés által okozott változásokat három adattal jellemezzük, a forgássebességben 
(𝛥𝐿𝑂𝐷) illetve a forgástengely helyzetében bekövetkező változás, melyet annak polár-

koordinátáival, azaz irányával és nagyságával jellemzünk (|𝛥𝑃𝑀|,𝛥𝑃𝑀(𝜑)). Négy földrengés 
(1985 Chile, 1990 Szahalin, 2004 Szumátra és 2011 Tohoku-Oki) esetében kiszámításra kerültek az 
általuk földforgásra gyakorolt koszeizmikus hatás. A négy szeizmikus esemény modellszámítások-

hoz felhasznált főbb paraméterei az 1. táblázatban találhatók. A vizsgált koszeizmikus változások 

összehasonlítását a szakirodalomban publikált eredményekkel a 2. táblázat tartalmazza. A számítá-
sok eredményeként a négy földrengés pólusmozgás gerjesztését, illetve a 2. táblázatban szereplő 
korábban publikált eredményekkel való összevetést a 4. ábra tartalmazza. A 4. ábrán a különböző 
modellszámítások eredményei között eltérések láthatók. Ezek a korábban már bemutatott földforgás 
paraméter hibákhoz viszonyítva nem jelentősek, a hibahatár értékeken belüliek. 

 
1. táblázat. A négy földrengés főbb paraméterei 

Esemény 
Momentum 

magnitúdó 

Fészek-

mélység 

[km] 

Földrajzi 
szélesség 

[°] 

Földrajzi 
hosszúság 

[°] 

1985.03.03. 

Chile 
7.95 35 -33.3 -71.9 

1990.05.12. 

Szahalin 
7.22 606 49.0 141.8 

2004.12.26. 

Szumátra 
9.15 14 3.6 94.1 

2011.03.11. 

Tohoku-Oki 
9.10 12 38.2 142.9 
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2. táblázat. A négy földrengés által keltett koszeizmikus változások értékeinek összehasonlítása 

Esemény 𝛥𝐿𝑂𝐷 [μs] |𝛥𝑃𝑀| [mas] 𝛥𝑃𝑀(𝜑) [°] Forrás 

1985. 03. 03. 

Chile 

-0.29 0.16 110.28 Jelen tanulmány 

-0.10 0.18 110 Chao és Gross, 1987 

0.28 0.56 96.94 Gu 1996 

0.18 0.10 110 Raoofian és Arab, 2017 

1990. 05. 12. 

Szahalin 

0.021 0.0173 261.84 Jelen tanulmány 

0.010 0.0075 248.80 Gu 1996 

0.013 0.0088 247.85 Raoofian és Arab, 2017 

2004. 12. 26. 

Szumátra 

-7.08 2.89 158.67 Jelen tanulmány 

-0.48 2.04 145 Xu et al. 2013 

-8.91 2.92 152 Xu et al. 2014 

2011. 03. 11. 

Tohoku-Oki 

-6.79 4.57 118.88 Jelen tanulmány 

-4.60 4.38 130 Xu et al. 2014 

 

  

  

4. ábra. A koszeizmikus pólusmozgás számítások eredményének összevetése más tanulmányok eredményeivel négy jelentős 
földrengés alapján. Az ábrán a 0° jelöli a Greenwich kezdőmeridiánt, 90° pedig ettől keletre található 
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5.3 A koszeizmikus hatást a földforgás megfigyelésekben kimutató vizsgálat eredménye 

A tanulmány további célja, hogy a modellezett koszeizmikus hatásokat kimutassa a földforgás elő-
rejelzések hibájában. Erre a korábban említett okok miatt esett a választás, miszerint a keresendő 
modellezett jel nagyságrendje közel esik a földforgás megfigyelések középhibájának nagyságrend-

jéhez.  

A földforgás előrejelzése a modellezhető geodinamikai folyamatok (pl. óceáni és atmoszférikus 
folyamatok) gyarapodásával, illetve a modellek pontosítása által folyamatosan nagyobb pontosság-

gal érhető el (Dill et al. 2019). Az előrejelzések hibája képezhető, ha egy-egy napi előrejelzett ér-

tékből levonjuk a később megfigyelt értékeket: 

 𝜀𝑝𝑟𝑒𝑑=𝑥𝑝𝑟𝑒𝑑−𝑥𝐶04 , (7) 

ahol 𝜀𝑝𝑟𝑒𝑑 az előrejelzés hibáját, 𝑥𝑝𝑟𝑒𝑑 az előrejelzett értéket, 𝑥𝐶04 pedig az IERS C04-ben foglalt 

megfigyelt értéket jelöli. Ahogy korábban említésre került, a GFZ előrejelzéseit használjuk, amely 
naponta jelenteti meg az azt követő 90 napra vonatkozó predikcióit. A földrengések előrejelzése 
jelenleg nem megoldott. Feltételezhető, hogy a földrengések által keltett tömegeloszlási és dinami-

kai változások hatása a földforgás előrejelzésének hibájában szerepel, hiszen az csak a modellezhető 
folyamatokat tartalmazza. 

Az előrejelzések hibája 2016. június 1-től 2019 júliusáig áll rendelkezésünkre. Ezalatt az időszak 
alatt hét jelentős (𝑀𝑊 ≥7.9) földrengés pattant ki (3. táblázat). Az említett időszakra vonatkozóan 
az előrejelzések hibája a 5. ábrán látható 14 napos időszakokra előre jelezve. Jelen munkában csak a 
pólusmozgás nagyságának (|𝑃𝑀|) előrejelzésében lévő hibákat szemléljük, mivel itt esik a vizsgá-
lathoz megfelelő nagyságrendbe a hiba értéke és a keresett jel mértéke. Az LOD esetében a koráb-

ban is említett okok miatt nem érdemes ezt vizsgálni, hiszen a keresendő jel a legnagyobb földren-

gés esetében is a középhiba értékével összemérhető. 

Az eredmények alapján (5-6. ábra) bíztató, hogy minden földrengés előtt, közben vagy után lát-

szanak hibafoltok, és a 2017. 09. 08., 2018. 01. 23. és 2018. 09. 06. események esetében ezek jól 
illeszkednek a földrengés idejére.  

Mivel a Földön több folyamat időbeli alakulása számunkra nem determinisztikus jellegű, tehát 
nem jelezhető előre. Az 5. ábrán számos hibafolt található, melyeknek tehát számos geodinamikai 
folyamat lehet okozója, azonban általánosan elmondható, hogy a pólusmozgás nagyság (|𝑃𝑀|) 
előrejelzések hibájában nagy valószínűséggel megmutatkoznak a nagy földrengések hatásai is. 

3. táblázat. A vizsgált időszakban kipattant hét jelentős (𝑀𝑊 ≥7.9) földrengés főbb paraméterei az USGS adatbázisa  
nyomán 

Esemény 
Momentum 

magnitúdó 

Fészek-

mélység 

[km] 

Földrajzi 
szélesség 

[°] 

Földrajzi 
hosszúság 

[°] 

2016. 12. 17 

Pápua Új-Guinea 
7.89 60 -4.5 153.5 

2017. 01. 22. 

Pápua Új-Guinea 
7.90 140 -6.2 155.2 

2017. 09. 08. 

Mexikó 8.16 45 15.0 -93.9 

2018. 01. 23. 

Alaszka 
7.92 35 56.0 -149.2 

2018. 08. 19. 

Fiji 
8.20 580 -18.1 -178.2 

2018. 09. 06. 

Fiji 
7.90 690 -18.5 179.4 

2019. 05. 26. 

Peru 
7.97 130 -5.8 -75.3 
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5. ábra. A vizsgált időszakra számított előrejelzés értékek a pólusmozgás nagyságában (|𝑃𝑀|). Az abszcissza-tengelyen az 

idő halad lineárisan, az ordináta-tengelyen pedig az adott napra vonatkozóan, egyre inkább a jövőbe mutató becslések talál-
hatók 14 napig. Az ábrán egy-egy epocha egy-egy oszlopnak felel meg. A 3. táblázatban szereplő események idejét függőle-

ges vonalak és a dátumuk jelzi. 

 

6. ábra. A 3. táblázatban szereplő földrengések idejének környezetében előforduló előrejelzés hibák. Az abszcissza-
tengelyen az idő halad lineárisan, az ordináta-tengelyen pedig az adott napra vonatkozóan, egyre inkább a jövőre vonatkozó 
becslések találhatók 14 napig. Az ábrán egy-egy epocha egy-egy oszlopnak felel meg. A rengések idejét függőleges vonal 

jelzi, az események dátuma és magnitúdója az ábrák felett látható. 
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6 Összefoglalás 

Összességében elmondhatjuk, hogy a Föld forgása és a szeizmikus aktivitás kimutatható hatással 
vannak egymásra.  

Megmutattuk, hogyan számítható egy földrengés következtében felszabaduló rugalmas energia a 
momentum magnitúdó felhasználásával, majd láthattuk, hogyan alakul az elmúlt ~ 100 évben fel-

szabadult energia (2. ábra). Ennek alapján megállapítható, hogy kiemelkedően nagy energia csúcsok 
a viszonylag ritka nagy (𝑀𝑊 ≥8) földrengésekkel kapcsolatosak. 

Bemutattuk, hogy az árapálysúrlódás következtében a forgási szögsebesség szekuláris lassulása 
miatt a kritikus szélességek közelében jelentősen magasabb a globális szeizmikus aktivitás (3. ábra).  

Xu et al. (2014) által ismertetett modellszámítások segítségével kiszámítottuk négy földrengés 
koszeizmikus hatását a földforgásra. Eredményeink a korábbiakkal jó egyezést mutattak (4. ábra).  

Célunk volt továbbá kimutatni földforgás adatsorokban a nagyobb földrengések által keltett ha-

tásokat, erre a pólusmozgás előrejelzések hibáját használtuk fel. Láthattuk a nagyobb (𝑀𝑊 ≥7.9) 
eseményekre illeszkedő hibafoltokat (5-6. ábra), ami alapján arra lehetett következtetni, hogy a 
koszeizmikus hatások látszanak a mérésekben, azonban a hibafoltok nem csak az események idő-
pontjában mutatkoztak, így azt természetesen nem mondhatjuk, hogy azok csak földrengések hatá-
sára fordulnak elő, hiszen a földrengés aktivitás csak egy a nem előre jelezhető folyamatok közül. 

Köszönetnyilvánítás. Ezúton szeretném kifejezni hálás köszönetem Varga Péternek az odaadó fi-

gyelméért, támogatásáért és iránymutatásáért. 
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